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1. EINLEITUNG

Bei vielen Aufgaben der Baudynamik, wie etwa bei der dynamischen
Berechnung eingebetteter und unterirdischer Bauwerke, hat die
Boden-Bauwerk-Wechselwirkung auf das Schwingungsverhalten und
damit auch auf die auftretenden Beanspruchungen einen erheblichen
EinfluB. Zur rechnerischen Untersuchung dieses EinfluBes kann der
Boden héaufig als ein viskoelastisches, unendlich ausgedehntes
Kontinuum aufgefaBt werden. Die dynamische Berechnung dieses Bau-
grundmodells ist auf analytischem Wege nur fur einfache Systeme,
etwa eine starre Kreisplatte auf einem elastischen Halbraum méglich.
Bei komplizierten Geometrien des zu untersuchenden Systems sowie
bei Baugrundmodellen mit srtlich veranderlichen dynamischen Boden-—
kennwerten ist eine analytische L&sung ith allgemeinen nicht mehr
‘mdglich. In derartigen Fédllen  missen numerische Verfahren
angewandt werden, wobei sich die Methode der Finiten Elemente
aufgrund ihrer guten Anpassungsmoglichkeiten an beliebige
Geometrien und an Oortlichen Verédnderungen der Stoffkennwerte an-
bietet. Bei diesem Verfahren wird die gesamte zu untersuchende
Struktur in Elemente endlicher GroBe, sogenannte "Finite Elemente"
unterteilt, deren Gréfe die Rechengenauigkeit des Verfahrens und
deren Anzahl die GroBe des zu behandelnden Gleichungssystems
bestimmen. Wendet man das Verfahren auf die Berechnung von
Baugrundmodellen an, so stellt sich das Problem, den theoretisch
unendlich ausgedehnten Boden in einem endlichen Finite-Element—
Modell abzubilden. Um zur Anndherung des unendlich ausgedehnten
Kontinuums nicht endliche aber weit ausgedehnte Baugrundmodelle
‘'mit einer grofen Anzahl Finiter Elemente abbilden zu miissen, fuihrt
man am Rand des zu untersuchenden Baugrundbereichs sogenannte
"Randelemente" ein. Sofern diese Randelemente auf einer mechanisch
vollstindigen Ldsung beruhen, d.h. sofern nicht n&dherungsweise
Annahmen iiber das Verschiebungsfeld am Rand getroffen werden,
geben sie die Steifigkeits— und Dampfungseigenschaften des nicht in
Finite Elemente diskretisierten Bereichs vollstindig wieder. Derartige
Randelemente werden fiir zweidimensionale Finite- Element-Modelle in
/1/ und fiur dreidimensionale rotationssymmetrische Systeme in /2/

angegeben. In diesen Randelementen ist der Boden beliebig ge-



schichtet und nach unten durch eine starre Schicht begrenzt. Die
dynamische Berechnung des Gesamtsystems erfolgt, da die Steifigkeits—

matrix der Randelemente frequenzabhingig ist, im Frequenzbereich.

In der vorliegenden Arbeit wird ein Randelement fiir nicht-rotations-
symmetrische Systeme angegeben. Es ermdglicht die dynamische Unter—
suchung dreidimensionaler Strukturen mit beliebiger Geometrie in
einem beliebig geschichteten nach unten durch eine starre Schicht
begrenzten Boden. Das Randelement ist zylinderformig berandet. Das
Baugrundmodell innerhalb des Zylinders wird mit dreidimensionalen

isoparametrischen Elementen dargestellt.

Die Anwendung des Verfahrens wird an zwei Beispielen aufgezeigt.
Im ersten Beispiel werden die Ergebnisse der Finite-Element-
Berechnung mit einer analytischen L&sung verglichen. Dazu werden
die dynamischen Verschiebungen fiir den Fall einer vertikalen
Fldchenlast auf einer viskoelastischen Schicht untersucht. Das zweite
Beispiel behandelt die erdbebenerregten Schwingungen eines einge-
betteten Bauwerks mit rechteckigem  Grundrif. Der EinfluB
verschiedener Modellabbildungen des Systems wird durch Vergleich
der genaueren nicht-rotationssymmetrischen L8sung mit einer verein-

fachten rotationssymmetrischen L8sung untersucht.



9. GRUNDGLEICHUNGEN DER LINEAREN ELASTIZITATSTHEORIE
2.1 Fourier-Transformation zeitabhangiger Groflen

Bei einer dynamischen Berechnung sind die auftretenden Krifte,
Spannungen, Dehnungen und Verschiebungen zeitabhdngige Gréflen.
jede periodische zeitabhdngige Funktion X(t) kann durch die

Fourier-Reihe

@ ‘ iQiet
X(t) = Re( Z X(Q.) -« e™] )) (2.1)

j=o

als Uberlagerung einer unendlichen Anzahl harmonischer Schwin-
gungen dargestellt werden /37 . Die Kreisfrequenz 'Qj ist ein

ganzzahliges Vielfaches der Grundfrequenz QO, so dafB gilt:

Qj 2.7
QO = _j— = T (2-2)

Die komplexen Amplituden '_}S(l.Q J.) der harmonischen Schwingungs-

anteile erhalt man zu

: 1 TO
X(Q; = 0) = 7 - / X(t) dt (2.3a)
(o]
(o]
TO
X(Q = 2.0 = - -/‘ X(t) - e Ryt g (2.3b)
H o .
(¢}

Auch nichtperiodische Vorgdngen von begrenzter Dauver, wie sie
beispielsweise bei Erdbebenzeitverldufen gegeben sind, kann man
durch eine Fourier-Reihe darstellen, wenn man die Periode TO

hinreichend grof wé&hlt.

In Gl. (2.1) wurde von der kompiexen Schreibweise zur Darstellung

einer harmonischen Schwingung Gebrauch gemacht. Dabei gilt

Rty = x - R (2.4)
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und

X(t) = Re(R(1)) = Re(X . 12T (2.4a)
wobei der Momentanwert X(t) als Realteil der komplexen Funktion
g(t) definiert wird. Die Beziehungen zur Ermittelung der Amplitude
und des Phasenwinkels der harmonischen Schwingung sind fiir diese
und andere Arten der Darstellung harmonischer Schwingungen in
Tabelle 1 zusammengestellt. ‘Da die komplexe Darstellung der
harmonischen Schwingung rechentechnisch sehr vorteilhaft ist, wird

sie im Folgenden fiir alle zeitabhdngigen GréBen verwendet.

Darstellung Amplitude Phase
X(t) = X+ cos (Qt+ @) X, @
2 . 2 X9
X{(t) = Xl-cos Qt - X2 sin -t X1 +X2 - arctan Yl-
. ’ o ; (X)
iRt V 2 2 ) Imia
X(t) = Re (_)g,' e ) Re (5)‘*11’1’] (2(_) arctan( W)

Tabelle 1: Darstellung harmonischer Schwingungen

2.2 Verzerrungen

Gegeben sei das Verschiebungsfeld

(2.5)

o —
lc
R —
1]
€ |I< |

wobei die Verschiebungen 4, vV, w in dér Darstellung nach Gl. (2.4)

auf die drei Achsen eines kartesischen Koordinatensystems bezogen

sind (Bild 1). Aus den Verschiebungen erhilt man den Vektor der
linearisierten Verzerrungen g 3, der die Dehnungen ¢, ¢ £
= =xx’ Zyy’ =2zz

in Richtung der drei Koordinatenachsen sowie die Schiebungen (Ande-
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z
A W

/Y

Bild 1: Verschiebungen im kartesischen Koordinatensystem

rungen eines urspriinglich rechten Winkels) _}_‘xy, -sz’ Yo be-
schreibt zu /4/:
i 3 1
£‘X —a—;(- 0 0
)
0 o 0
=y oy
o
£, 0 0 Y u
{ - . v (2.6)
y _é_. ..@.. 0 L
=Xy oy ox fw
o 9
—Zyz 0 oz dY
3 3
Fox Sz 0 DX

feh - [)4eh

In Gleichung (2.6) wird im Rahmen der linearen Theorie vorausge-
setzt, daB die Verschiebungsableitungen nach den Ortskoordinaten

und mithin auch die Verzerrungen klein gegeniiber 1 sind.
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2.3 Stoffgesetz

Es wird ein isotroper, linear viskoelastischer Stoff vorausgesetzt,
Die Baustoffddmpfung wird als hysteretische Dampfung angesetzt.
Damit 148t sich die Beziehung zwischen Spannung und Dehnung im

eindimensionalen Fall beschreiben zu

g = E.¢ (2.7)
wobei

E = E-(1+2-§.1) (2.8)
den komplexen Elastizitdtsmodul darstellt. Der Realteil E des

komplexen Elastizitdtsmoduls ist gleich dem physikalischen Elastizi-
tdtsmodul und beschreibt das elastische Stoffverhalten. Der Ima-
gindrteil von E beschreibt die Dampfungseigenschaften des Stoffes
mit dem hysteretischen DampfungsmaR EE Aufgrund der Baustoff-

ddmpfung eilen bei einer harmonischen Schwingung die nach (2.7)

ermittelten Spannungen Re( o e! 'Qt) den Dehnungen  Re( E-elg t)
um den Phasenwinkel aL mit

tan @ =2 . §E (2.9)
voraus. Zur Untersuc};ung der momentalen Zuordnung einer Span-
nung ¢, und einer Dehnung €, kann man ohne Verlust an
Allgemeingiiltigkeit die Schwingung

Oy = gg-cos (Q-t+ ‘PL ) (2.10a)

£, = g, cos (Q-t ) (2.10b)
in der Schreibweise nach Tabelle 1, Zeile 1 untersuchen. L&st man

die beiden Gleichungen so auf, daB die Zeitabhdngigkeit eliminiert

wird, erhilt man

m
—

o £ ~
L t-cos(p + 1—(
E3 L -
ol o)

2 ~
) . sin ng (2.11)

i

o
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Gleichung (2.11) beschreibt den Zusammenhang zwischen Spannung
und Dehnung zu einem bestimmten Zeitpunkt einer harmonischen
Schwingung als Ellipse. In Bild 2 sind fiir verschiedene Phasen-
winkel @L die nach (2.11) erhaltenen Kurven aufgetragen. Die
Fliche innerhalb der Hysteresisschleife ist ein MaB fiur die inner-

halb einer Periode dissipierte Energie.

“ /’/Z/% $1=002| |
' i)
' pr ==

Bild 2: Spannungs-Dehnungs-Beziehung des viskoelastischen Stoffes

Im dreidimensionalen Fall gilt Gl. (2.8) sowohl in Bezug auf die

Dehnungen als auch in Bezug auf die Schiebungen.

Die Dampfung kann flir Schubverformungen andere Werte annehmen
als fiir Verformungen infolge von Normalspannungen. Bezeichnet man
das hysteretische DampfungsmafB fiir Schubverformungen mit §G’ gilt

fiir den komplexen Schubmodul G:

E:G'(1+2-§G-i) (2.12)




14
und fir die komplexe Querdehnungszahl w:

E

¥ o= = -1 (2.13)
2:G

Haufig ist es sinnvoll anstelle von Elastizitdtsmodul und Quer-
dehnungszahl die Laméschen Konstanten G und A zu verwenden.

Dabei ist G der Schubmodul und A_erhdlt man in komplexer Schreib-

weise aus E und G zu:

G-(E - 2-G)
T (2.14)

_}: =

Ebenso kann man die komplexen Scherwellengeschw1nd1gke1t V und

Kompres51onswellengeschwmdlgkelt VL zu
. /¢
Vo = e (2.15)
+2
V. = — (2.16)
-L 0

einfihren. Fiir kleine Ddmpfungen, d.h. kleine Imagindrteile von A
und G sind deren Realteile mit den physikalischen Scherwellen- bzw.

Kompress1onswe11engeschwmdlgkelten identisch /5/.

Die  Stoffgleichungen im dreidimensionalen viskoelastischen Kon-
tinuum, ausgedriickt mit dem komplexen Elastizitdtsmodul E und der

Querdehnungszahl _v_ lauten:



v Y
9 L 155 15 ° 0 0 Ex
X Y
g = 1 o1y O 0 0 ey
Vv Y
-—7Z | E(l“}’_) 1—2 1__ -—7
. 1-2% 1
(1T+v) - (1-2%) —
Ty v 221 o 0 0 w17 O - 0 Ty
1-2v
1-2v
EZX; O 0 O O O 2 1—'1’ —)"ZX
L T
(2.17)

{-g-} - [9]{£} | (2.17a)

Der Vektor {g} enthilt die den Elementen des Verzerrungsvektors
& ¢ zugeordneten Komponenten des Spannungsvektors. v ist die

Querdehnungszahl des viskoelastischen Stoffes.

2.4 Gleichgewichtsbedingungen

Die an einem Volumenelement angreifenden Kréfte einschlieBlich der
Tragheitskrifte miissen zu jedem Zeitpunkt miteinander im Gleich-
gewicht stehen. An einem infinitesimalen Element des harmonisch
schwingenden viskoelastischen Kontinuums mit den "Kantenldngen"
dx, dy, dz, erhdlt man aus dem Kraftegleichgewicht in x-, y- und
z-Richtung die Gleichgewichtsbedingungen fur die Fourier-trans-—

formierten Groflen zu:
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g
'1 —X
o 9 o
—a§ 0 0 ?a—y- 0 -gz- _(_]’_y E 0
g, 5
o) o o . . . -
0 "é—y' 0 -é_i —é—i 0 ) L + 0 .Q _\i = 0 (2-18)
\ 0
) o) 0 -
0 0 —a—z 0 5}7 &J Eyz
T
—~ZX

[‘ﬂT'{E} ¥ @-92-{3}= {0} (2.18a)

2.5 Prinzip der virtuellen Arbeit

Anstelle der Gleichgewichtsbedingungen kann auch ein Arbeitsprinzip

der Mechanik angewandt werden.

Im Folgenden wird das Prinzip der virtuellen Verschiebungen
verwendet, da dieses fiir die Herleitung des Finite-Element-Ver-
fahrens auf der Grundlage des Deformationsverfahrens besonders
geeignet ist. Es sagt aus, daB die Arbeit der #uBeren Krifte und
der  Volumen-Krifte, die  zufolge eines beliebigen virtuellen
Verschiebungsfeldes, das mit den geometrischen Randbedingungen
vertraglich ist, geleistet wird, gleich ist der Anderung der durch
die elastischen Krafte und durch die Dampfungskrifte verursachten
inneren Arbeit. In der speziellen Form fiir harmonische Schwin-
gungen lautet daé Prinzip, bezogen auf die wihrend einer Periode
geleistete Arbeit /1/:

J{affey o oo [{ayfu) o

f =

_f{g}T-{P_} dA = 0 (2.19)
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Darin bedeutet {p} der Vektor der Oberfldachenspannungen. Der

Vektor {ﬁ} enthdlt die konjungiert komplexen virtuellen Verschie-

bungen und _é die daraus resultierenden konjungiert komplexen
virtuellen Verzerrungen. Die Integration iiber V erstreckt sich Uber
das gesamte Volumen des untersuchten Kérpers und die Integration

iiber A iUber die gesamte Oberfldache, an der &dulBlere Kréfte wirken.

Die wvirtuellen Verschiebungen sind kleine Verschiebungen, die
geometrisch mdglich und mit den Randbedingungen des Korpers
vertriglich sind und dort Null sind, wo an der Oberfldche des

Kérpers Verschiebungen vorgegeben sind.

Eine andere Form des Prinzips der virtuellen Verschiebungen erhilt
man, wenn man die virtuellen Dehnungen < & T hach ol. (2.6a)
‘durch die virtuellen Verschiebungen ausdriickt und in Gl. (2.19)

einsetzt. Diese Beziehung 1dft sich dann schreiben zu

Jion{oa) eF 19T - s e o
- /{Q}T{E} dA = 0 (2.20)

A

wobei die Divergenz eines Vektors {i}definiert ist zu

div({_)g}T) = div({zx, Xy EZ})= ai( * azasz * Bizz

Die Matrix

=X Txy Txz
sl o (2.21)
[—] Ixy =y Tyz
Ixz Tyz g,

enthilt die XKomponenten des Spannungsvekiors.

Wendet man auf den ersten Term in Gl. (2.20) den Gauflschen

Integralsatz an, 14Bt sich Gl. (2.20) schreiben zu:
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V+[{§}T-(—[E]-{n}+{2}) dA = 0 (2.22)

wobei 3ni den Einheitsvektor in Richtung der Normalen auf der
Fldche A bezeichnet.

Da die wvirtuellen Verschiebungen zwar die geometrischen Rand-
bedingungen erfiillen miissen, sonst aber frei wihlbar sind, folgen
aus dem ersten Integral in Gl. (2.22) die Gleichgewichtsbedingungen
fir das Volumenelement nach Gl. (2.18a) und aus dem zweiten
Integral die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Oberfldache des
betrachteten Volumens.

2.6 Grundgleichungen im zylindrischen Koordinatensystem

Da der Beschreibung des Randelementes Zylinderkoordinaten zugrunde
gelegt werden, sind im folgenden die wesentlichen Beziehungen noch

einmal in Zylinderkoordinaten dargestellt.

Das Verschiebungsfeld wird in Zylinderkoordinaten durch die Ver-
schiebungen U, Y, W, in Richtung von r, @ und zz nach Bild 3

beschrieben.

w \
}

Bild 3: Verschiebungen im zylindrischen Koordinatensystem
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Die Verschiebungs-Dehnungs-Beziehungen in Polarkoordinaten lauten:

I~

0z

(=

Das Materialgesetz des

b (o]

N
ar

Rl

—Z

R

Y
X|e

isotropen

]

Q
Yo ¥l

(@]

Rl

viskoelastischen Stoffes

kartesischen Koordinaten die Form:

—TT

Gpp

Er(p

~ @z

-

1

Y

[o—
!
e

‘Iv:

,_
|
|

¥

1-

|e

1

Ile

—|
|
i=

(@)

¥
=5 O 0
v
T 00
1 0 0
1-29
0 51157 O
o o 1%
2(1-»
0o 0 0

-z
v, (2.23)
-2

(2.23a)

hat wie in

0 —‘?-rr
0 ﬁg)gp
£
0 =zz
< (
0 Zrz
0 zr@
1-2v l’g)z
2 ( 1—1}_5 |
(2.24)
(2.24a)
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Die Gleichgewichtsbedingungen lauten in zylindrischen Koordinaten:

g

-—Irr

rl ) 1 3 19 —pp

Ty "t Y 3% Ty O
2z 0
13 2.3 ) j‘qzz 0?2

oo 0 w5 [, el

—-rZz
d 1.9 13 v, 0

Loz
(2.25)

[’3“22]-{ 22} + 007 {Ez} - { 0 } (2.25a)

Die beiden 1in Abschitt 2.5 angegebenen Formen des Prinzips der
virtuellen Verschiebungen lassen sich analog Gl. (2.19) und (2.22)
in Polarkoordinaten schreiben:

ey (e} o - o8 fidfufan

\'

- f{_@z}T'{RZ} dA = 0 (2.26)

=

’ A{ﬁz}T(_ [22]'{9—}+{Rz}) dA = 0 (2.27)

mit



rr

re

rz

21

(2.27a)
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3 FINITE-ELEMENT-VERFAHREN

3.1 Grundgleichungen

Das Verfahren der Finiten Elemente ist ein vielseitig anwendbares
Verfahren zur L&sung statischer wund dynamischer Probleme der
Kontinuumsmechanik. Im Folgenden sollen die wesentlichen Be-
ziehungen zur Berechnung der harmonischen Schwingungen von Struk-
turen mit viskoelastischem Materialverhalten nach dem Deforma-
tionsverfahren unter der Voraussetzung kleiner Verschiebungen

zusammengestellt werden.

Fiir einen endlichen Ausschnitt aus dem Kontinuum, ein sogenanntes
"Finites Element" geht man von einer Ansatzfunktion fiir die Ver-
schiebungen aus, die das tatsdchliche Verschiebungsfeld innerhalb
des Elements anné&hert. Diese Ansatzfunktion muss bestimmte Be-
dingungen hinsichtlich ihrer Differenzierbarkeit und ihrer Vertrag-

lichkeit mit dem Verschiebungsfeld benachbarter Elemente erfiillen

/6/.  Das Verschiebungsfeld muB sich durch die Ansatzfunktionen in
Abhéngigkeit von den Verschiebungen y_ej einzelner Punkte, den
sogenannten Knotenpunkten des Elements, in der Form

{o}- [vHu) (3.1
ausdriicken lassen. Die Matrix [N] enthdlt die Ansatzfunktionen,

und zwar entweder im globalen Koordinatensystem der gesamten
Struktur oder in einem lokalen, auf das Element bezogenen Koordi-

natensystem.

Das diesem  Verschiebungszustand entsprechende  Verzerrungsfeld
erhdlt man bei Beschreibung des Verschiebungsfeldes in kartesischen

Koordinaten durch Anwendung des Differentialoperators ) nach
Gl. (2.6a) zu

{ﬁ} - [B]-{Ee} (3.2)
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[B] = ['ﬂ]{N} (3.2a)

Mit dem Hookschen Gesetz Gl. (2.17a) flir das isotrope viskoelas-
tische Material lauten die dem gewdhlten Verschiebungszustand

entsprechenden Spannungen:

(e} - [2}eHe)

Die so erhaltenen Spannungen erfiillen nur dann die Gleichgewichts—
bedingungen (2.18), wenn Gl. (3.1) die exakte L8sung fiir die
Verschiebungen Dbeschreibt. Eine ndherungsweise Erfillung des
Gleichgewichts ist jedoch dann gegeben, wenn das Prinzip der
virtuellen Verschiebungen, Gl. (2.19) erfiillt ist. Macht man fir
die virtuellen Verschiebungen denselben Ansatz wie fiur die

tatsachlichen Verschiebungen, also

{g} - [N]-{ﬁ_e} (3.4)

{E} ) [B]'{g-e} | (3.42)

und beriicksichtigt man, daB das Prinzip der virtuellen Verschie-
bungen fiir jeden beliebigen Verschiebungsvektor _@es erfillt sein
mufB}, so folgt aus Gl. (3.1, 3.2, 3.3) zusammen mit Gl. (2.19) die

Beziehung

[l{-e]'{ﬂe} B 92'[Me]'{ Ee} ={Re} +{Ea} (3.5)

Darin bedeuten:

()= Sl (e e] e 5.6

- Element-Steifigkeitsmatrix

] of DT[] e

(@S]
~J
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~ Element-Massenmatrix,

{Ee} _ '/-[N]T{B} s (3.8)

Vektor der durch die in x-, y- und z-Richtung wirkenden

Oberfldachenbelastung Py Ry’ P, (Krdfte pro Flacheneinheit)

hervorgerufenen Knotenkréafte

tEa

Vektor der in den Elementknoten angreifenden &uBeren Krifte.

Die Integration erstreckt sich in den Gln. (3.6), (3.7) iiber
das gesamte Volumen des Elements und in Gl.(3.8) tiber die gesamte
Elementoberflache. Gl. (3.5) ist eine Gleichgewichtsbedingung fiir
die an einem Element wirkenden Knotenkrifte. Aus der Bedingung,
daBl am Gesamtsystem in jedem Knotenpunkt die Summe aller
dufleren Krédfte und der Element-Knotenkrifte aller mit den Knoten
punkt verbundenen Elemente Null sein mufB, erhilt man die Gl.

(3.5) entsprechende Gleichgewichtsbeziehung fiir das Gesamtsystem

[Ks]'{gs} ) 92'[MS]{35} - {Bes} *{Bas} (3.10)

Der Vektor 3352 enthdlt die Verschiebungsgréfen in allen nicht

festgehaltenen Freiheitsgraden (d.h. Komponenten der Knotenpunkts-

verschiebungen) wund die Vektoren 3P 2 und gP 2 die diesen

—es ~s
Freiheitsgraden zugeordneten Kraftgréfen. Die Systemsteifigkeits-
matrix [5] und die Massenmatrix [M] werden aus den Element-
matrizen E] bzw. [M } durch Addition in den globalen
Freiheitsgraden, die den Element-Freiheitsgraden entsprechen,
gebildet.

3.2 lsoparametrisches dreidimensionales Element

Die Berechnung dreidimensionaler Kontinua ist mit verschiedenen

Elementtypen, wie sie zum Beispiel in /7/ zusammengestellt sind,
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moglich. Bei praktischen Berechnungen erweisen sich jedoch insbe-
sondere sogenannte isoparametrische Elemente zur Beschreibung
beliebiger Geometrien der vorgegebenen Strukturen als besonders
geeignet. Unter einem isoparametrischen Element versteht man ein
Element, dessen geometrische Form durch dieselben Ansatzfunktionen

beschrieben wird wie die Verschiebungen innerhalb des Elements.

In dieser Arbeit soll das in Bild 4 dargestellte dreidimensionale
Element mit 8 bis 20 Knotenpunkten nach /8/ verwendet werden. Fir
die Elementgeometrie und die Verschiebungen werden Geraden oder
Parabeln zweiter Ordnung angesetzt. Bezeichnet man mit x,, V., 2z,
die Knotenpunktskoordinaten des Punktes i und mit Ui Vi w, seine

Verschiebungen, dann wird die Geometrie des Elements durch

X = Z;hi-xi
y = Zhi'yi
z = Zhi-zi (3.11)

und das Verschiebungsfeld durch

u-= 2. hy - uy
v= 2h -y
w= 2h -w (3.12)
— i —i
beschrieben. Die Polynome hi nach Bild 4 hingen von den Element-

koordinaten , 77’€ ab. Mit diesen Polynomen sind die Matrizen
[N] und [Bj nach Gl. (3.1) und (3.2) definiert, wobei der Vektor
32{3{ die Knotenpunktsverschiebungen U, Vio Wy aller Knotenpunkte
des Flements enthilt. Die Ermittelung der Element-Steifigkeitsmatrix
erfolgt nach Gl. (3.6). Dabei wird die Matrix D fir den
isotropen, viskoelastischen Stoff nach Gl. (2.17) verwendet. Die
Integration iiber das Volumen wird nach /8/ numerisch mit den
Gausschen Integrationsformeln durchgefiihrt. Bei der Massenmatrix
werden nach /9/ vereinfacht nur Punktmassen berticksichtigt. Sie

hat dann die Form einer Diagonalmatrix
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- & Flache oben =1

Seitenflache 7=-1

Seitenflache 7=1

Fldche unten ([=-1

Seitenfldache g: 1

Ansatzfunktionen h1 bis h8:
h1 =g, - (g9 + 8yy * g17)/2 h6 = gg - (gl3 * gyt g1g)/2

hy =8y = (gg + 819 + 81g)/2  hy = 87 = (g + 815 + 819172

h3 = g5 - (glo + gy * g19)/2 hg = gg - (g15 +816 + gzo)/2
h4=g4— (814 + 81y + 8yy)/2 hj=fiirj=9,...,20

h5 = 8 - (g13 + 81t g17)/2

mit:

g = 0 wenn Knotenpunkt i nicht vorhanden ist;

g; = G(E, §i)'G(fq,7)i)-G(§, Ci)’ wenn der Knotenpunkt i vorhanden
ist.

Dabei ist die Funktion G(B, B.) definiert zu:
bei B, =+ 1: G(f, f,) = % (1+B;-B)
. _ 2
bei Bi = 0: G(B, .Bi) =(1-8%)
B bedeutet jeweils &, 5 oder {

Bi ist der Wert der Funktion g am Knoten i

Bild 4: Ansatzfunktionen des dreidimensionalen isoparametrischen

Elements mit variabler Anzahl von 8 bis 20 Knotenpunkten /8/
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4. RANDELEMENTE

4.1 Allgemeines

Bei der Finite-Element- Berechnung von Baugrundmodellen stellt 51ch
das Problem, den theoretisch unendlich ausgedehnten Baugrund in
einem endlichen Finite~-Element-Modell abzubilden. Fir statische
Untersuchungen wahlt man den zu berechnenden Bodenausschnitt so
grof3, daB die am Rand des Finite-Element-Modells auftretenden
Verschiebungen praktisch Null sind und damit die entsprechenden
Freiheitsgrade ohne Verlust an Rechengenauigkeit als unverschieb-
lich angenommen werden kénnen. Bei dynamischer Belastung treten
aufgrund der Ausbreitung elastischer Wellen in einem sehr viel
grofleren Bereich des Bodens Verschiebungen auf als unter einer
entsprechenden statischen Last. Daher mufl bei dynamischen Berech-
nungen ohne Randelemente ein verhdltnismdBig groBer Bereich des
Bodens im Finite-Element-Modell erfasst werden, um sicherzustellen,
dafl am Rand reflektierte Bodenwellen keinen wesentlichen Einfluss
auf den interessierenden Bereich des Baugrundmodells haben.
Das ist dann gegeben, wenn die am Rand reflektierte Welle erst
nach dem fir die Berechnung interessierenden Zeitintervall das
Bauwerk erreicht, oder wenn die Amplituden der reflektierten Wellen

aufgrund der inneren Bodendampfung stark abgeklungen sind.

Um die erforderliche Grofe des in Finite Elemente diskretisierten
Bodenbereichs gering zu halten, wurden besondere Randelemente
entwickelt. Diese sollen die Steifigkeits~ und Dampfungseigenschaften
des sich ins Unendliche erstreckenden Bodenbereichs besitzen. In
Abschnitt 4.2 wird zunidchst die Berechnung von Baugrundmodellen
ohne Randelemente behandelt. AnschlieBend werden in den
Abschnitten 4.3 bis 4.5 die bisher aus der Literatur bekannten
Randelemente fiir zwei~ und dreidimensionale Finite-Element-Modelle

dargestellt.
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4.2 Bodenmodelle ohne Randelemente

Der theoretisch unendlich ausgedehnte Baugrund kann fiir praktische
Berechnungen durch ein allerdings verhdltnismédfig groBes Finite-

Element-Modell angenadhert werden.

So wird beispielsweise in /10/ die vertikale Federung eines Kreis-
fundaments mit einem rotationssymmetrischen Finite-Element-Modell
mit festgehaltenen Rdndern berechnet. In /11/, /12/ werden an
ebenen Finite-Element-Modellen unterschiedlicher Grofie die erdbeben-
erregten Schwingungen eines Damms auf einer elastischen Boden-
schicht untersucht. Eine &dhnliche Berechnung fiir eingebettete
Bauwerke wird in /13/ und /14/° an ebenen Modellen durchgefiihrt.
In /15/ werden mit einem sehr ausgedehnten rotationssymmetrischen
.Baugrundmodell unter Entwicklung der nicht rotationssymmetrischen
Verschiebungen (entsprechend GI. .(5.1)) in eine Fourier-Reihe die

winderregten Schwingungen eines Kithlturms berechnet.

Da derartige Untersuchungen zu groBen Baugrundmodellen fiihren,
kommen hidufig Rechenverfahren zur Anwendung, wie sie fir Systeme
mit vielen Freiheitsgraden entwickelt wurden. So unterteilt man
nach /15/ das gesamte Elementnetz in Elementgruppen, sogenannte
"Makroelemente" (auch als "Unterstrukturen' bezeichnet). Die
Freiheitsgrade innerhalb des Makroelements werden aus dem
Gleichungssystem fiir die Elementgruppe eliminiert, so daB die Krafte
am Rand des Makroelements durch die Verschiebungen am Rand
ausgedriickt werden k&nnen. Dadurch entfallen im Gleichungssystem
der Gesamtstruktur die Freiheitsgrade im Innern des Makroelements
und die Zahl der Unbekannten wird erheblich reduziert. Das
"Makroelement" kann sich auch auf die gesamte untersuchte Boden-
schicht erstrecken /11/. Die Unbekannten sind dann nur noch die
Verschiebungen in denjenigen Knotenpunkten, die unmittelbar mit
dem Bauwerk verbunden sind. .Eine derartige Formulierung der

Strukturmatrizen setzt eine Berechnung im Frequenzbereich voraus.
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4.3 Randelemente fiir Kompressions-.Scher— und Rayleighwellen

Die einfachsten Randelemente werden unter der Annahme hergeleitet,
dafll am Rand des Finite-Element-Modells reine Scher-, Kompressions-
oder Rayleighwellen ankommen. Diese Randelemente haben die Form
viskoser Dampfer /16/. So erhdilt man etwa fiir eine ins Unendliche
propagierende Scherwelle zwischen der Schubspannung T und der

Verschiebung U, an einer Stelle "o" die Beziehung:

= Q.Xs-i-_Q-u (4.1)

I—O -0

und entsprechend fiir die Kompressionswelle

9, = @-vp iRy, (4.2)
mit der Normalspannung 0, an einer Stelle "o" und der Verschiebung

Yo in Richtung der Wellenausbreitung.

Da sich reine Scher-, Kompressions- und Rayleighwellen erst in
einem gewissen Abstand von der Schwingungserregung ausbilden,
fihrt die Verwendung dieser einfachen Randelemente immer noch zu

Finite~-Element-Modellen von erheblicher Gréfle.

Soll bei derartigen Berechnungen ein homogener Halbraum abgebildet
werden, legt man die Dadmpfer an der unteren horizontalen
Begrenzung des Finite-Element-Modells zur Ubertragung vertikal
propagierender Kompressions- und Scherwellen aus. Die Ddampfer an
den vertikalen Begrehzungen werden so bemessen, dafB sie die
Kompressions~ und Scherwellenkomponenten einer reinen Rayleighwelle

vollstdandig weiterleiten.

Dieses Randelement wurde in /17/ fiir den geschichteten Halbraum
und in /18/ fir anisotrope Materialien erweitert. Randelemente aus
viskosen Dampfern werden in /16/ fir ein rotationssymmetrisches
Finite-Element-Modell verwendet, mit dem die Federung eines kreis-
formigen Fundaments auf dem elastischen Halbraum untersucht wird.
Die Eignung von Storkérpern im Halbraum zur Abschirmung gegen

Erschiitterungen durch Rayleighwellen werden in /20/ an einem
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zweidimensionalen Finite~Element-Modell untersucht.

Der erforderliche Abstand zwischen dem Angriffspunkt einer
Schwingungserregung (z.B. einem Maschinenfundament) und dem Rand
hangt von der GrdBe der inneren Bodenddmpfung und der Art der
Erregung ab. Vergleichende Untersuchungen wurden beispielsweise an
ebenen Modellen mit einem Streifenfundament auf einer visko-
elastischen Schicht durchgefithrt /19/. Danach soll bei mittleren
Bodendampfungen und harmonischen Schwingungen der Abstand des
Randelements fiir reine Rayleighwellen vom Fundament das 5- bis
10-fache der Breite des Fundaments betragen. Da dies immer noch zu
verhiltnismidBig groBen Baugrundmodellen fiihrt, ist die Anwendung
von Unterstruktur-Verfahren auch ©bei der Anwendung viskoser
Dampfer als Randelemente sinnvoll. Dabei wird der Bodenbereich
zwischen dem interessierenden Rand und den Randelementen fiir reine
Scher-, Kompressions-— bzw. Rayleighwellen als Unterstruktur

berechnet /20/, /21/.

L.l Konsistente Randelemente

Ein wesentlicher Fortschritt in der Theorie der Randelemente wurde
erst durch die Entwicklung konsistenter Randelemente nach /1/
erreicht. Unter einem konsistenten Randelement versteht man ein
Finites Element, das die GSteifigkeits- und Dampfungseigenschaften
einer unendlich ausgedehnten viskoelastischen Schicht besitzt und
dessen Verschiebungsfeld mit dem Verschiebungsfeld der Elemente des
diskretisierten Baugrundbereichs vertrdglich ist. Die Anwendung
konsistenter Randelemente setzt eine Berechnung im Frequenzbereich
voraus. Bei ihrer Herleitung handelt es sich um ein halb-
analytisches Verfahren. Als Ansatzfunktionen fur das Verschiebungs-
feld enthalten die Randelemente in horizontaler Richtung né&mlich die
analytische Losung der Differentialgleichungen des Kontinuums. In
vertikaler Richtung werden wie bei Finiten Elementen Ansdtze z.B.
mit stickweise linearen oder quadratischen Verschiebungen gemacht.

Diese Ansatzfunktionen werden so gewdhlt, daB die Vertrdglichkeit
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mit dem an das Randelement anschliefenden diskretisierten Bereich
gegeben ist. Fir das Randelement erhilt man eine frequenzabhingige
komplexe Steifigkeitsmatrix, die die Knotenpunkte und die Ver-

schiebungen am Rand miteinander verkniipft.

Konsistente Randelemente bieten den Vorteil einer mechanisch voll-
standigen Beschreibung der sich ins Unendliche erstreckenden Boden-
schicht, ohne daB Annahmen iiber die am Rand eintreffenden Wellen—
arten wie bei den viskosen Dampfern nach Abschnitt 4.3 getroffen
werden miissen. Deshalb kann dieses Randelement unmittelbar am
interessierenden Baugrundbereich angeordnet werden. Fir
Berechnungen im Frequenzbereich sollten daher konsistente Rand-

elemente verwendet werden /19/.

Konsistente Randelemente werden in /1/ fiir ebene Systeme von
geschichteten B&den entwickelt. Dabei wird zwischen den beiden
Fdllen unterschieden, daB das Verschiebungsfeld ausschlieBlich
Komponenten in der Systemebene (verallgemeinerte Rayleighwellen)
oder ausschlieBlich Komponenten senkrecht zur Systemebene (ver-
allgemeinerte Love-Wellen) enthdlt. Auch fur rotationssymmetrische
Systeme sind in /1/ Randelemente angegeben. Das Verschiebungsfeld
ist in Bezug auf die Symmetrieachse entweder symmetrisch (ver-
allgemeinerte  Rayleighwelle) oder antimetrisch (verallgemeinerte
Love-Welle).

Das zweidimensionale Randelement nach /1/ wurde in /2/ fur
rotationssymmetrische Strukturen mit nicht-rotationssymmetrischem Ver-
schiebungsfeld erweitert. Dieses Randelement ermdglicht fiir rotations-
symmetrische Systeme eine sehr effektive dreidimensionale Finite-
Element—Berechnun.g. Als Beispiel ist in Bild 5 das Bodenmodell fiir
ein rotationssymmetrisches Reaktorgebdude einer Kernkraftwerks—
anlage dargestellt /35/. Das Randelement schlieft sich direkt an

den in Finite Elemente diskretisierten Bodenbereich an.
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In Finite Elemente
diskretisierter Bereich

Randelement

Vs =10 m/s

/ Vs=100mA

V=170 m/s —

Vs =250mA

Vs =300m/s

Bild 5: Baugrundmodell mit Finiten Elementen und Randelement

4.5 Randelemente fiir dreidimensionale Finite-Element-Modelle

Fiir die Abbildung des dreidimensionalen viskoelastischen Halbraums
durch ein endliches dreidimensionales nicht rotationssymmetrisches
Finite—Element-Modell gelten dieselben Kriterien wie bei zwel-
dimensionalen Modellen. Allerdings steigt der Rechenaufwand wegen
der sehr viel gréBeren Anzahl an Freiheitsgraden gegeniiber einer
zweidimensionalen (ebenen oder rotationssymmetrischen) Berechnung

erheblich an.

Dreidimensionale Finite-Element-Modelle ohne Randelemente fithren im
allgemeinen zu einer so groflen Zahl von Freiheitsgraden, dafl3 eine

Berechnung mit den heutigen Rechenanlagen praktisch nicht mehr
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moglich ist.  Auch bei Verwendung viskoser Didmpfer nach /16/ als
Randelemente ist der Rechenaufwand erheblich /22/, /23/. Deshalb
werden in der Literatur vereinfachte Modelle vorgeschlagen, die eine
ndherungsweise Berechnung des dreidimensionalen Kontinuums
ermoglichen sollen. So wird in /24/ ein dreidimensionales Bodenmodell mit
viskosen Dampfern nach /16/ als Randelemente bei horizontaler
Erdbebenerregung untersucht. Zur Verringerung des Rechenaufwandes
werden fir die Verschiebungen nur horizontale Freiheitsgrade in
einer Richtung zugelassen, wihrend alle ibrigen Freiheitsgrade des
Bodenmodells festgehalten sind. Eine genaue Beurteilung des
EinfluBes dieser Vereinfachung auf die Ergebnisse ist nicht mdglich,

da Vergleichsrechnungen mit genaueren Verfahren fehlen.

Ein anderes Naherungsverfahren wird in /25/ angegeben. Dabei
geht man von einem zweidimensionalen ebenen Bodenmodell aus. Die
dreidimensionale Natur des dynamischen Verhaltens des Bodens wird
ndherungsweise dadurch berticksichtigt, daB viskose Dampfer fiir
Scherwellen nach Gl. (4.1) an allen in der Ebene liegenden Ver-
schiebungsfreiheitsgraden des Bodenmodells angebracht werden.

Dadurch soll die Scherwellenausbreitung senkrecht zur untersuchten
Ebene simuliert werden. Dieses Berechnungsverfahren wurde in das
Programmsystem FLUSH /26/ implementiert.  Obwohl diese Vorgehens~
weise wegen der erheblichen Verringerung des Aufwandes fir
praktische Berechnungen vorteilhaft ist, sind die Bedingungen, unter
denen das Verfahren fiir dreidimensionale Baugrundmodelle hin-
reichend genaue Ergebnisse liefert, nicht genligend bekannt. So
wurde beispielsweise in /27/ darauf hingewiesen, daf die statische
Federung eines Bauwerks an einem rein ebenen Modell berechnet

wird.

Den bisherigen Berechnungsverfahren dreidimensionaler nicht rota—
tionssymmetrischer Finite-Element-Modelle liegen also  bestimmte
Annahmen tiber das Verschiebungsfeld des Systemes zugrunde. Auf
solche  Annahmen kann wegen des Umfangs der numerischen
Berechnungen nur dann verzichtet werden, wenn der im Finite-
Element-Modell abzubildende Bodenausschnitt auf den unmittelbar =zu
untersuchenden Bereich des Baugrunds beschridnkt werden kann. Dies

ist in noch sehr viel groBerem MafBe als bei zweidimensionalen
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Systemen nur bei Verwendung konsistenter Randelemente moglich.
Dazu wird in der vorliegenden Arbeit das rotationssymmetrische
Randelement mit nicht rotationssymmetrischem Verschiebungsfeld ver-
wendet. Da dieses Randelement in der Formulierung nach /2/ nur
fiir rotationssymmetrische Systeme verwendet werden kann, wird es
durch eine geeignete Transformation fiir nicht-rotationssymmetrische

Modelle erweitert.
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5. DREIDIMENSIONALES RANDELEMENT
5.1 Randelement fiir rotationssymmetrische Systeme
5.1.1 Allgemeines

Da das dreidimensionale rotationssymmetrische Randelement hier fiir
nicht rotationssymmetrische Strukturen verwendet werden soll, wird
zundchst  seine Herleitung kurz angegeben (vgl. auch die
komprimierte Darstellung in /41/). In Abschnitt 5.2 wird dann
gezeigt, wie man durch eine geeignete Transformation das Rand-

element fur nicht-rotationssymmetrische Strukturen erhilt.

Zur Ableitung der Steifigkeitsmatrix des Randelements geht man wie
folgt wvor: Alle ortsabhdngigen GréBen, die innerhalb des Rand-
elements in Zylinderkoordinaten beschrieben werden, werden in eine
Fourierreihe iiber den @ffnungswinkel(p des Koordinatensystems ent-
wickelt. Als Ansatzfunktion fiir den Verlauf der Verschiebungen in
Richtung des Radius r wird die exakte analytische Losung ver-
wendet. Diese erh&lt man mit den Wellenzahlen als freie Parameter
aus der allgemeinen L&sung der Bewegungsgleichung fiir das visko-
elastische Kontinuum. In  vertikaler Richtung werden die Ver—
schiebungen durch Ansdtze wie bei Finiten Elementen, hier durch
stiickweise lineare oder quadratische Funktionen beschrieben. Die
mit diesen Ansatzfunktionen bestimmten Spannungen und Dehnungen
fihrt man in das Prinzip der virtuellen Verschiebungen ein und
erhdlt damit ein Eigenwertproblem mit den Wellenzahlen als Eigen-
werte fir eine endliche Anzahl von Bodenwellen. Fir eine
beliebige Verschiebung, die sich aus allen Bodenwellen zusammen-
setzt, kann man die Spannungen und die Knotenpunktskr&ifte am
Elementrand bestimmen. Zur Formulierung der Steifigkeitsmatrix des
Randes werden die Knotenpunktskrédfte durch die Verschiebungen am
Elementrand ausgedriickt. Bei diesem Vorgehen wird lediglich die
der Finite-Element-Theorie entsprechende Annahme getroffen, daB
sich die Verschiebungen iiber die Hohe durch stickweise lineare oder
quadratische Funktionen beschreiben lassen. Bei einer VergréBerung

der Anzahl der Bodenschichten, d.h. der Abschnitte der Ansatz-
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funktionen iiber die Hohe kann die theoretisch exakte Ldsung

beliebig genau approximiert werden.
5.1.2 Ansatzfunktionen fiir das Verschiebungsfeld

Ein Verschiebungsfeld in Zylinderkoordinaten nach Bild 3 148t sich

immer durch die Fourierreihe

e 7 _
cos n@ 0 0 u
u, —sym,n
o0
= : 3w 4
1w, ¢ = Z 0 cos n® 0 V—szm,n
n=0
v, I 0 0 -sin n@ zsym,n
sin n@ 0 0 Yant,n
+ 0 sin n@ 0 " Y¥ant.n ) (5.1)
0 0 cos n@® Xant,n
O
% Ez% = g::o([gpsym,n]'g l‘l-sym,nE”}'[(I)am‘c,n]'g Eant,n$> (5.1a)
ausdriicken. Der Index 'sym'" bedeutet dabei ein bezogen auf die
Koordinatenachse @ = 0 symmetrisches und "ant'" ein antimetrisches
Verschiebungsfeld. Das gesamte Verschiebungsfeld setzt sich somit

aus einem symmetrischen und einem antimetrischen Verschiebungsfeld

zusammen.

Ebenso lassen sich die Verzerrungen in eine Fourierreihe entwickeln:
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cos np 0 0
0 cos ng 0]
0 0 cos
> oo
Y 0 0 0
n=0
0 0 0
0 0 0
sin ng 0 0
0 sin ng 0
0 0 sin
+
0 0 0
0 0] 0
0 0 0
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Analog ergibt sich die Fourierreihe fir die Spannungen zu:

[ [Bson,n |2

B

wobei die Vektoren %

Spannungsvektors

>

n=0

0

([%,sym,n]'g

g

fir das

—sym,n
symmetrische
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0 0 0 ]
0 0 0
ne 0 0 0
cos ng 0 0
0 -sin ng 0
0 0 -sin ng
0 0 0 |
0 0 0
ng 0 0 0
sin ng 0 0
0 cos ng 0
0 0 Cos ng
i
_ _ )
Esym,n£+[qss,ant,n]'giant,ng

(LN

~sym,n

% und

311ant,n

—ant,nz

)

)

~rr, sym

29, sym

—=2z,sym

~<|

“rz,sym

~<|

rp, sym

=~

+pz,sym

(5.3)

g die Fourier-Terme des

und antimetrische Verschie-
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bungsfeld bedeuten. Zwischen den Spannungen und den Verschie-

bungen gilt fiir jeden Fourier-Term das Hooksche Gesetz des visko-

elastischen Stoffes Gl. (2.24). Es ist:

3ESY""“§ ) D]';Esym,nf (5.4a)
géam’nf i [2]'%Eant,nf (5.4b)

)
Vv

Bild 6: Spannungen im zylindrischen Koordinatensystem

AuBere Flachenlasten, die in Richtung der r, z, und ®-Richtung auf
einen vertikalen Rand wirken, entsprechen den inneren Spannungen

Oppr T, und Trg (Bild 6). Thre Fourier-Darstellung lautet daher:
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P, cos np 0 0 Er,sym,n
[o.5] J _
s Bz 7 Z 0 cos ng 0 Ez,sym,n (
n=0
E(p I 0 0 -sin ng’_l Py sym,n |
sin np 0 0 Er,ant,n
+ 0 sin n@ 0 <Ez antn>>
i o 0 cos nq: P—g),ant,n (5.5)

2| - ;([sbsym,n]-fEsy;,n$+[¢am,n]-3im,nf) 5.50)

Ist das Verschiebungsfeld in allgemeiner Form gegeben, erhilt man

die Vektoren der Fourierterme der Verschiebungen zu:

27

= 1,1 _

325ym,n€ -7 (1_2—'dno)/[¢sym,n]'; E-Zz d@ (5.6a)
0

- 1 1 27

Zant,n{ ~ & (1-2—'6no)'-/‘[diant n]; gztdsv (5.6b)
0]

Entsprechende Beziehungen gelten auch fiir die Fourierterme der

Spannungen, Verzerrungen und Fliachenlasten.

Mit den Orthogonalitdtsbeziehungen

27 :

/sin me-sin ng dp = (6__ =0 0.0) | (5.7a)
0

21

/cos me-cos ng dep = wmn =00 9007 (5.7b)

0
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2m
fsin m@-cos np dp = 0 (5.7¢)
0

kann man fiir Stoffe mit isotropem oder einem zur z-Achse rotations-
symmetrischen orthotropem Stoffgesetz zeigen, daB die Fourierterme
der Verschiebungen wund Spannungen fiir zwei Terme m und n
voneinander unabhangig sind, sofern nicht n = m ist /40/. Das
bedeutet, daBR die einzelnen Terme der Spannungen und Ver-
schiebungen sich entkoppeln lassen, so daB sich jeder Term der
Spannungen ausschlieBlich durch einen einzigen Term der Ver-
schiebungen ausdriicken 1aBt. Somit erreicht man durch Einfiihren
der Fourierzerlegung eine Reduktion von drei auf zwei Orts-

' koordinaten.

Die beiden noch verbleibenden Ortskoordinaten sind r und z. Zur
Beschreibung der Abhidngigkeit des Verschiebungsfeldes von der
r-Richtung wird die .analytische Losung verwendet. Dazu miissen
zunidchst die Differentialgleichungen des viskoelastischen Kontinuums

in Zylinderkoordinaten formuliert und geldst werden.

Die Differentialgleichung der Bewegung fiir das viskoelastische
Kontinuum erh&dlt man, indem man in der Gleichgewichtsbedingung,
Gl. (2.25) die Spannungen mit Gl. (2.24) durch die Dehnungen und

diese wiederum mit Gl. (2.23) durch die Verschiebungen ausdriickt

[”zz ]'[9,]'[021]'3322 + @-Qz-ggzg = g 0 i (5.8)

In dieser Beziehung werden die Verschiebungen 3Ez€ mit Gl. (5.1)

Zu.:

als Darstellung einer Fourierreihe iiber den Winkel @ eingesetzt und
die in den Differentialoperatoren _[021] und [622] vorgeschriebenen
Differentiationen nach @ ausgefiihrt. Mit der Bedingung, dafB3 das
so erhaltene Gleichungssystem fiir jeden Winkel @ gelten muB, lassen
sich die Summenglieder der Fourierreihe entkoppeln. Das damit fur

jeden Term n der Fourier-Reihe erhaltene Gleichungssystem lautet:
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[ 4 n ~ 30 1
.4 = = 2~
(A+2G) = 26 = w, + 29—8—;0 + 09 Yom,n 0
G dr-w,) n-
hed bt ) =r 2
(&+2§)'%§‘ -2 T Sr 26 +ol Ysymyn| =4 0 ¢
d® da
n -r z
(A+26G) T 2% dz * 26 St t el —sym,n 0 (5.9)
gl—lsym£ = ; 0 § (5-9&)
mit
Esym n Esym n —V—sym,n Esym,n
A4 = o + ar’ ~ n- - + Sz (5.10a)
— 1 n — zs m,n
@, =5 ( T Yeymn " —_BZL ) (5.10b)
- 1 ( aEsym,n _ -V:szm,n ) (5 106)
2~ 7 ' 73z 3T '
dlrv )
@, - % ( ;asrm_n_ - “'Esym,n ) (5.10d)

Das Differentialgleichungssystem (5.9) ist unabhédngig vom Offnungs-

winkel @ des Koordinatensystems und gilt sowohl fir die symmet~

rischen wie auch mit 31—1 z anstelle von Ju ; fir die
—ant,n

~sym,n
antimetrischen Fourierterme.

Die allgemeine L&sung 33 ; bzw. { T ! dieses Gleichungs-
( =sym,n { —ant,n§
systems 148t sich als Produkt der nur von der Koordinate r ab-

héngigen Matrix [EW] und dem ausschlieBlich von der Hshenkoordi-

nate z abhdngigen Vektor % —Evg anschreiben:

— Ny
u =
"Sym’“; '121 g'u,'sym [Ev]ggvé (5.11a)
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- Ny
35“”“’ ng - ; g v;an‘f[E ]% F—fvs (5.11b)

[H ] und 32,"2 hingen zudem von einem nach freien Parameter -lﬁ'v’

der sogenannten "Wellenzahl" (die bei eindimensionalen, unge-

dampften Wellenausbreitungsvorgangen der mit 2-x multiplizierten
"Wellenldnge" entspricht), ab wund sind fir jede Wellenzahl von-
einander unabhingig. Die gesamte Ldsung ist die mit den
Beteiligungsfaktoren a bzw. a gewichtete Summe aller

—y,sym =yp,ant

insgesamt 1, Teillssungen. Die Matrix fl_,v , die die Orts-

abhingigkeit der Lésung von r beschreibt, erhdlt man nach /28/
und /2/ zu:

B ]
oH  (k,r) 0 2.H_ (k,r)
———B-I_‘-— —-n =Y
[}i ] = 0 ki, (kyr) 0 (5.12)
OH_(k .r)
n Zn =y
BoH (kyr) 0 —

Die Funktionen fl_n(k,u-r) sind Hankelfunktionen der zweiten Art von

der Ordnung n. Entsprechende L8sungen mit Hankelfunktionen der
ersten Art werden hier nicht beriicksichtigt, da diese zusammen
mit dem die Zeitabhdngigkeit beschreibenden Faktor et a1

(Gl. (2.4)) Wellen entsprechen, die vom Unendlichen in den
Ursprung des Koordinatensystems laufen und fiir ein Randelement

physikalisch nicht sinnvell sind.

Die Abhingigkeit der Verschiebungen von der Hohenkoordinate z wird
durch den Vektor




z

beschrieben. Die analytische Lésung fiir die Funktionen -f—1'v(Z)’

iZ,W(Z)’ —f~3,’u(2) 1laBt sich nach /28/ als Linearkombinationen von
Exponentialfunktionen mit der Koordinate z im Argument darstellen.
Fir den geschichteten Boden soll hier eine Naherungslésung
verwendet werden, bei der die Verdnderung der Verschiebungen mit
der Tiefe z stiickweise durch Geraden und Parabeln zweiter Ordnung
beschrieben wird. Das Bodenmodell wird oben durch eine spannungs-
freie Oberfldiche und unten durch einen starren Rand, an dem keine
Verschiebungen auftreten, begrenzt. Zwischen diesen beiden
Begrenzungen wird der Boden in Schichten von im allgemeinen
unterschiedlicher Hohe eingeteilt. 1In jeder Schicht gelten fiir den

Vektor 3_1?,1,% die Ansatzfunktionen:

(Efvg - [N’?]'gzsv (5.14)
Der Vektor
;Ki,v 5l,i,v
. -’92,1,4;
2(-3,1,11
=sv
Z(-1,i+j,v
X X iej '
=i+j,w e (5.15)
=3,1i+j,v
enthglt die Werte Kl,i,v’ _)22,1’,”, 53’1,,‘} der Funktionen il’v(z),
£y 5 (2), _f_s,u(z) an den Knotenpunkten i bis (i+j) (Bild 7). Bei

linearer Ansatzfunktion (j = 1, d.h. 2 Knotenpunkte) hat ;Ksrpg 6,
bei quadratischer Ansatzfunktion (j = 2, d.h. 3 Knotenpunkte) 9
Komponenten. Die Matrix N,” entspricht der Matrix [E] in Gl.
(3.1) zur Beschreibung des Verschiebungsfeldes. Sie hdngt nur von
der auf die Schicht bezogenen Koordinate 7 ab, die der globalen

Koordinate z entspricht (Bild 7).
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‘lineore Ansatzfunktion quadratische Ansatzfunktion

—>

W /,'jW(Z)._fZ'V(Z).ifw(Z) F //iwv(Z).iz'u(Z).jg'y(Z)

X2, X3,iv { / X9, X2.iv. X3,

=
i J N i"i{ />[ I
/

7

=0 hs Schicht s i+ 3 7:=0
7N = +1 Y kJ

A 7

Bild 7: Ansatzfunktionen fiur die Funktionen il,v’ -f-2,'v’ 1’_3,,”

Die Matrix [N,,,] hat bei linearer Ansatzfunktion die Form:

[vq] - [gl-[13], gz-[13]] (5.16)

1 1
gl =75 (1—7]) g2 =5 (1+m)
1 0 0
[13:‘ = 0 1 0
0 0 1 (5.16a)

Bei quadratischer Ansatzfunktion gilt:

[N"] i [gl'[13]’ gZ'[?S]’ gs'[ls]] (5.17)

n (n-1) g, = 1-7* 85 = %—n (p+1)

N —

g1=
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Die Beschreibung des Verschiebungsfeldes in z- und r-Richtung
erhdlt man mit Gl. (5.11) und (5.14) zu:

Ny
39—5ym,n$ - vzlg’v,sym'[ﬂfv]'[ N"]]'g 2(_51,} (5.18a)
]l [H ][N ] X (5.18b)
3Eant,n = Ly,ant | Zv[{ Ny Loy

v=1

Insbesondere sind die Verschiebungen eines Punkts i am Rand

gegeben durch

gy .
3 Esym,n,i z = ;;1 .g.'v,sym'[kl.'p]'; Z(_i’ryi (5.19a)
Ny ,
3Eant,n,i 2 = 'szl grp,ant '[Epr' >—('i,11 ; | (5.19b)

und die Verschiebungen am Rand lassen sich durch die Knotenpunkts-

verschiebungen ausdriicken zu:

Zoymnf = [} 5 cpn]
3§a“t'n§ i [Nn]'iﬁs,amf (5.20)

wobei

o]

u _—
=Sym,n,i+j
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§E—ant,n,iz

3§ant,n,i+j$ (5.22)

die Vektoren|der Fourierterme der Knotenpunktsverschiebungen nach
Gl. (5.19) am Rand fiir jeweils eine Schicht s sind. Dieses
Verschiebungsfeld ist mit demjenigen der Elemente des diskretisierten
Bereichs vertrdglich, wenn in beiden F&dllen dieselben Ansatz-
funktionen in z-Richtung, d.h. stlickweise lineare bzw. quadratische

Funktionen, fir die Verschiebungen gewdhlt werden.

Durch die Gleichungen (5.1) wund -(5.18) wird das vollstdndige
Verschiebungsfeld in Abhidngigkeit von den Knotenpunkiswerten Ki i

der Funktionen -f—j'v sowie den noch freien Wellenzahlen Ev be-

?

schrieben. Das dazugehorige Dehnungsfeld erhdlt man mit Gl.

(2.23). Damit lassen sich die Dehnungen an einer beliebigen Stelle

innerhalb einer Schicht durch die Knotenpunktswerte _)gi i, der
Funktionen :f—j v ausdriicken in der Form:
n,, L
gisym,ng = Z Q) sym’ By 3 ﬁsv§ (5.23a)
p=1 .
ny L
;f_ant,ng = e %y ant ' Ek 'g?ﬁs’vg (5.23b)

Die Matrix [Ek] ist in Anhang A angegeben.

Mit dem Dehnungsfeld ist mit Gl. (5.4) auch das Spannungsfeld

bekannt:

X 2 (5.24a)




1y
’ —-—&ant,n g = ;121;,511“',:2 ][B_k]g Ks'v g (5.24b)

5.1.3 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Der Verschiebungsansatz enthilt als freie Parameter die Knoten-
punktswerte der Funktionen fl v (2), f2 v(Z)’ f3 1}(z), die Wellen-~
zahlen k, sowie die Beteiligungsfaktoren g'u,sym bzw. Gy ant’
Diese kdnnen mit dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen bestimmt
werden. Man verwendet zweckmdfBig die Gl. (2.27) entsprechende

Formulierung des Prinzips fir rotationssymmetrische Strukturen.

Nach Einfithrung der Fourier-Darstellung Gl. (5.1) und der Ent-
kopplung der einzelnen Fourierterme mit den Orthogonalitits-
beziehungen Gl. (5.7) erhdlt man diese zu (/2/):

Pl b i )

A
=0 (5.25)

Dabei bedeutet iwsymf die linke Seite der Wellengleichung (5.9) fiir
den betrachteten Fourierterm n. Der Spannungsvektor 3En,sym$
enthdlt die Projektion der Fourierkomponenten der Oberflichen-
spannungen auf einen Einheitsvektor, der jeweils senkrecht zur
Flache steht wund 3Esym,n$ enthdlt die Fourierkomponenten der
duBleren Fldchenlasten. Das erste Integral erstreckt sich iiber das
Volumen, das zweite Integral auf die Oberfliche des untersuchten
Bereiches. Eine analoge Beziehung erh&lt man fiir die antimetrischen

Anteile des Verschiebungsfeldes.

Man untersucht nun einen zylinderfb‘rmigen Kérper, der durch die
Koordinaten r = r und r = ry + 1 begrenzt wird und sich aus
Schichten der Hohe hS zusammensetzt (Bild 8). Als Oberflichenkrifte
wirken an den beiden vertikalen Randern die Spannungen ;Eog und

%E'g, die so gewihlt werden, dafB ihre virtuelle Arbeit gleich

ds
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Aufere Auflere
Flachenlast Flachenlast
_ spannungsfreie Oberfldche -
EO L Jl E.
l Oz igzz‘ l
~-Grz Er/ /z// 3 Cre <
SR ||+
7 (L A 7
-Cro { L—az Grz
| ‘lgzz |
- 1
| |
| |
| |

1
AL /////////////////////////////////Ai

starre untere Frg+l

r=Trg .
Begrenzung

Bild 8: Spannungen an der Oberfldache einer Schicht

derjenigen der auf die Normale projizierten Oberfldchenspannungen
ist. Daher entfdallt bei der Integration iiber die Oberfldche der
Anteil der vertikalen Seitenfldchen. Man erhdlt nun fiir den
gesamten Korper folgendes Gleichungssystem:

% ()}

r-dr-dz

121>

gT L
. g W
sym —sym

+ f a T{_
3u 3 g r ds =0 (5.26)
—sym —~n,sym

°2
Die Integration iber die Oberfliche bezieht sich auf die horizon-

talen Rénder "02" einer Schicht, die Summation ist fiir die virtuellen

Arbeiten aller insgesamt n_ Schichten durchzufiithren.

IIO 1" bei

Weiterhin erhidlt man die an der vertikalen Seitenfldache 1

r =T wirkenden Flichenlasten aus der Bedingung
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s A T Ns | a T(_ :
Z Y5, sym Bs,sym - Z ?l—l-sym '3gn,sym r- dz
s=1 s=1 o
1
(5.27)
Mit 35 f und 3? i werden die virtuellen Verschiebungen
=S,sym —s,sym

und Knotenkrafte fiir die Freiheitsgrade der jeweiligen Schicht s am
Rand r = r bezeichnet. Die Integration erstreckt sich iber die

gesamte Hohe der Schicht.

5.1.4 Eigenwertproblem der Bodenwellen

Zundchst wird die erste der aus dem Prinzip der virtuellen Verschie-

bungen erhaltenen Gleichungen (Gl. 5.26) weiter behandelt. Dazu
setzt man in Gl. (5.26) im Vektor gﬁsymg’ Gl. (5.9), die Ansatz-
funktionen der Verschiebungen Gl. (5.18) und in den Vektor
;g—m,sym: die diesen Ansatzfunktionen entsprechenden Spannungen

auf der Oberfliche ”02" ein. Diese erhdlt man aus den ent-
sprechenden Komponenten des Spannungsvektors Gl. (5.24). Mit den

Ansatzfunktionen der Funktionen f. 1a8t sich sowohl 3W- f als
=3, —sym

auch 36 z als Produkt einer Matrix mit dem Vektor 3X f
=n,sym =s,

darstellen. Gleichung (5.26) fiihrt damit zu einem homogenen

Gleichungssystem fiir die Knotenpunktswerte Xij’V der Funktionen

.f.j,fy'

Fir die wvirtuellen Verschiebungen ;ﬁsymz wédhlt man dieselben

Ansatzfunktionen wie fir die tatsdchlichen Verschiebungen. Mit der
Bedingung, daB das Prinzip der virtuellen Verschiebungen fiir jeden
beliebigen virtuellen Verschiebungszustand erfiillt sein mufl, lassen
sich die virtuellen Verschiebungen -aus dem Gleichungssystem
eliminieren. Nach einer lingeren Umformung, die in /2/ ausfiihrlich
wiedergegeben 1ist, fithrt Gl. (5.26) 2u dem linearen homogenen

Gleichungssystem:

([ - [5)s, () [

. ;o | (5.29)
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Dieses Gleichungssystem ist unabhdngig von der Ordnung n des
jeweiligen Fourierterms und fiir den symmetrischen und anti-
metrischen Verschiebungsanteil gleich. Es besteht aus 3 - n ]
Gleichungen und stellt ein quadratisches Eigenwertproblem mit den

Wellenzahlen k,, als Eigenwerten dar. Der Vektor

X1,

-)-(-2,1,41

3,1,
351,v§ 51,2’,‘,
3')'('2"” 52,2,4}‘

;5( ] Sl 153,2;» L

X .
Ln .3,V
3 n_-J, i
_)S.l’n . _] ,V
X s
=2,n_-j,¥
X s
_31ns'j!,v (5-30)
enthdlt alle Knotenpunktswerte der_Funktionen -f-l,'v’ -£2,'v’ £3,'v am

Rand. Die Matrizen [E], [E], ['_VG_] und [ﬁ werden durch Addition
der entsprechenden Untermatrizen fiir jede Schicht wie in Bild 9
angegeben gebildet, wobei in jeder Schicht andere baugrund-
dynamische Kennwerte eingesetzt werden konnen. In Anhang A sind

die Schicht-Untermatrizen zusammengestellt.

Die Lésung des Eigenwertproblems Gl. (5.29) fihrt zu insgesamt
6 - n_ + j Eigenwerten k, und Eigenformen 3X,,§. Davon sind die

s = .
101 Wellen,

Hilfte in Verbindung mit dem zeitabhangigen Faktor e
die sich in radialer Richtung ausbreiten und die andere Hi&lfte
Wellen, die sich vom Unendlichen auf den Nullpunkt hin bewegen.
Die letzteren miissen vernachldssigt werden. Dies erreicht man,
indem man bei komplexen Wellenzahlen nur diejenigen mit negativem
Imagindrteil und bei reellen Wellenzahlen nur diejenigen mit posi-

tivem Realteil weiter verwendet /1/. Demnach 1ist die Summation
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Lineare Ansatzfunktion : L
Addition der

glemente an der
3 Uberlappung
~ der Untermatrizen

r=

Ks = Schicht-Untermatrix
+ . fir die Schicht s

i entfdllt wegen
/E/Festhaltung

i des unteren
j Randes

ro———

Quadratische Ansatzfunktion :
6
A, i
3 /'A‘z
1
[ ] A, entfallt wegen
P | A Festhaltung
) des unteren
Addition der / Randes
glemente ander S
Uberlappung :
der Untermatrizen L J :
. ]
i
| A i
|
|

Fo———

Bild 9: Schema fiir die Addition der Schicht-Untermatrizen

z.B. in Gl. (5.18) iiber insgesamt
n, = 3'ns-j : (5.31)
Eigenformen 351,2 durchzufiithren.

Die Beteiligung der einzelnen Eigenformen am resultierenden Verschie-
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bungsfeld hangt von der Verschiebung des Randes bei r = r_ ab.

o
Somit lassen sich die Beteiligungsfaktoren a bzw. « durch
— ¥, Sym - ~—p,ant
die Verschiebungen 3u i bzw. ,u % des Randes ausdriicken.
—0,5ym -0, ant

Die | Verschiebungen eines einzelnen Punktes i am Rand wurden

bereits in Gl. (5.19) zu
Ny

3 Esym!nyig - ; gv,sym'[EV].e -&i,’lli (5.19)
Eant,n,iz entsprechend) angeschrieben. Bei jedem Summenglied

sind in der Matrix |H,
im Vektor 3Xi vi die Komponenten des zugehdrigen w-ten Eigenvektors
=iy )

zX,v; einzusetzen (Gl. 5.30). Der Radius r in der Matrix [_Ii,v] ist

der Radius r, des Randes. Wendet man nun Gl. (5.19) auf alle

die Wellenzahl k, der w-ten Eigenform und

‘Punkte des Randes an, so ldBt sich das resultierende Gleichungs-

system schreiben:

Zo,sym| ~ [E] Isymg (5.32)
Der Vektor
Bsym,n, 1
E-sym,n, 2 ‘
3Eo,s;ymfz= 7 .
ggsym,n,ns-jg (5.33)
( Eo antz entsprechend) enth&lt alle Knotenpunktsverschiebungen am

Rand, der Vektor

(5.34)
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(3Fant$ entsprechend) alle Beteiligungsfaktoren. Die Matrix [.W]

setzt sich aus den Untermatrizen Wi p | Zusammen:
i

[El,l] [l“l,z] [‘ﬂl,s-ns-j]
e

B 4 (5.35)
) OH (k .r ) B
=1,i,p —2 g: °_ . 53’1,1’.%_ Hoo(k, 1)
[ﬂl’“’] S 22,00k, T Hkery)
B1 i B Hy Ueyerg) v Xy aﬁ(hg:o)

Um nun die Beteiligungsfaktoren durch die Knotenpunktsverschie-
bungen des Randes auszudriicken, muBl man die Matrix _V_V] inver-

tieren. Mit Gl. (5.32) erhélt man dann die Beteiligungsfaktoren zu:

3l“sym€ =‘[1A_r]—1 )P_—-o,symg (5.37a)

-1 —
%Iant g - [—W] zy-o,ant g (5.37b)

5.1.5 Steifigkeitsmatrix

Die Steifigkeitsmatrix des Randelements stellt die Beziehung zwischen

dem Vektor zgo,symg bzw. 2Eo,antg der Knotenpunktsverschiebungen
des Randes und dem Vektor der zugehdrigen Knotenpunktskrifte
3? ; bzw. 3? 2 her. Zu ihrer Ermittelung geht man von
—0,5ym —0,ant
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der zweiten, aus dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen
erhaltenen Gleichung, Gl. (5.27) aus. Fur das virtuelle Ver-
schiebungsfeld am Rand wi&hlt man dieselben Ansatzfunktionen wie
fiir das tatsichliche Verschiebungsfeld, also nach Gi. (5.20):

el ol [

BRI

Damit lautet das Prinzip der virtuellen Verschiebungen, Gl. (5.27):

=g

DU LY T
Z %P-O),sym ) Es,syms
s=1 ,
i+l
Ng A T T‘s N
:Z 320.,sym% f [Nﬂ] ) _‘Zn oym r-dz (5.39)
s=1 z;

Aus der Bedingung, daB diese Beziehung fur jeden beliebigen Vektor

31‘10" symz der virtuellen Verschiebungen giiltig sein muf}, folgt aus
Gl. (5.39):

n 2it1

s

2 : }Es sym / —n sym %-r-dz (5.40)

s=1 ;
Der Vektor 3§n ; enthilt die Fourierkomponenten der Spannungen
am vertikalen Rand bei r = ro bezogen auf die Flachennormale
(Bild 8). Fiir diese Spannungen werden nun die mit den Ansatz-

funktionen nach Gl. (5.24) bestimmten inneren Spannungen einge-
setzt. Die Eigenvektoren 3 2(_5,0)2 in Gl. (5.24) wurden bereits durch
Losung des Eigenwertproblems Gl. (5.29) bestimmt. In der Matrix
[Bk ist der Radius r, einzusetzen. Die dimensionslose Koordinate
n entspricht der Koordinate in vertikaler Richtung (Bild 7), tuber
die in Gl. (5.40) zu integrieren ist. Ersetzt man nun noch die
Beteiligungsfaktoren afvsym mit Gl. (5.37) durch die Knotenpunkts—
verschiebungen des Randes, so erhilt man aus Gl. (5.40) eine
lineare Beziehung zwischen den Knotenpunktskradften und

-verschiebungen des Randes .in der Form:
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(5.41a)

- [E By

Fiur ein antimetrisches Verschiebungsfeld gilt die entsprechende

e
—0,sym

Beziehung:

Eo,ant( = [E]? Eo,an’tg (5.41b)

Der Vektor 3u
—0,sym

Knotenpunktsverschiebungen des Randes, der Vektor }Eo sym€ bzw.

% bzw. 213 $ enthdlt die Fourierterme aller
—0,ant

330 antz die Fourierterme der entsprechenden Krifte.
’

Die Matrix [_ﬁ_ ] ist die dynamische Steifigkeitsmatrix des Rand-
elementes. Sie hdngt von der Ordnung n des Fourierterms und von
der Kreisfrequenz £ ab und ist fir den symmetrischen und anti-

metrischen Verformungszustand gleich. [B_] ist eine symmetrische
Matrix (/2/).

Man erhalt [E] nach /2/ zu:
1] - (e - (EH): L)
] e M e
Die Matrizen [z], [E], [E] [E] ['_f_] und [Q] werden durch

Addition der entsprechenden Untermatrizen fiir jede Schicht, wie in
Bild 9 angegeben, gebildet. In Anhang A sind die Schicht-Unter-
matrizen zusammengestellt. Die Matrix -}Sw:, ist die Diagonalmatrix
der Wellenzahlen, die man durch L&sung des Eigenwertproblems Gl.
(5.29) ermittelt:

Kain . (5.43)
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Die Matrizen [_‘1_’_] und [_(I_)] werden aus Untermatrizen [g’l v]’ [_4_31 'u]

aufgebaut:

LIRS | LA Pooi o 3en e (5.44)
s"Jo n, ]O,l | ng Jo’3 ngJ |

(5.45)

[2‘1 ,v:\ = “Hoy gkt doXo 5w

i Holky ro)-Xs 5 0 (5.46)

Hho1tsv ol , 1,V

—
I
jar
kS
| I |
i
|z
3
Ix
<
[}
=3
[\
[N
kS

(5.47)

—n-1 =" (o] .53,1,1/
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5.1.6 Verschiebungen, Verzerrungen und Spannung im Randelement
Sind die Verschiebungen des Randes aus dem Ergebnis einer Finite-

Element-Berechnung bekannt, so kann man damit die Verschiebungen,

Verzerrungen und Spannungen an jedem Punkt des Randelementes

bestimmen. Dazu ermittelt man zunidchst fiir die gegebenen Rand-
verschiebungen 3E bzw. gﬁ z die Beteiligungsfaktoren
—0,5ym —0, ant
mit Gl. (5.37). Damit kann man schichtweise aus

Zy,sym’ Ly, ant
Gl. (5.18), (5.23), (5.24) die Fourierterme der Verschiebungen,

Verzerrungen und Spannungen an jedem Punkt innerhalb der je-
weiligen Schicht ermitteln. Die tatsdachlichen Gréfen erhilt man dann
durch Addition der Anteile aller untersuchten Fourierterme mit den
Gleichungen (5.1), (5.2) bzw. (5.3).

5.2 Randelement fiir nicht rotationssymmetrische Systeme
5.2.1 Allgemeines

Die Steifigkeitsmatrix [E] in Gl. (5.41) kann zur Berechnung
dreidimensionaler rotationssymmetrischer Strukturen direkt verwendet
werden. Man entwickelt dann auch bei den Finiten Elementen des
Innenbereichs die Verschiebungen und Krdfte in eine Fourierreihe
und erhdlt fiir jede Ordnung n ein Gleichungssystem analog Gl.

(3.10) fir die Fourierterme der Verschiebungen und der Krifte /41/.

Bei Finite-Element-Modellen nicht rotationssymmetrischer Strukturen
wird das Verschiebungsfeld nicht in eine Fourierreihe entwickelt.
Vielmehr werden die Verschiebungen nach Bild 1 in kartesischen
Koordinaten beschrieben. Die Modellabbildung soll mit dreidimen-
sionalen isoparametrischen Elementen erfolgen, die durch horizontale
und vertikale Linien begrenzt werden. Im Folgenden wird gezeigt,
wie man durch Transformation der Matrix E eine Steifigkeitsmatrix
des Randelementes erhilt, die zur Berechnung derartiger dreidimen-
sionaler Finite-Element-Modelle mit zylinderférmigem Rand geeignet
ist. Zur Formulierung der Transformationsmatrizen stehen zwel
Bedingungen zur Verfigung: Einmal miissen das Verschiebungsfeld,

das im diskretisierten Bereich durch die Verschiebungen der Knoten—
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punkte des Randes und durch die Ansatzfunktionen der Finiten
Elemente beschrieben wird, und das Verschiebungsfeld des Rand-
elementes {ibereinstimmen. Weiterhin miissen die am Randelement
wirkenden Spannungen den Knotenpunktskrdften im diskretisierten
Finite-Element-Bereich entsprechen. Mit diesen beiden Bedingungen

konnen die Transformationsmatrizen formuliert werden.

7uvor wird noch die Vertriglichkeit der Elemente des diskretisierten

Bereichs mit dem Randelement untersucht.

5.2.2 Kompatibilitdt mit anderen Elementtypen

Die Verwendung unterschiedlicher Elementtypen in einem einzigen
Finite-Element-Modell 1ist dann ohne Fehler mdglich, wenn die
"einzelnen Elemente miteinander kompatibel sind. Die Kompatibilitdt
bedeutet, dafBl sowohl die Elementgeometrie als auch das Verschie-
bungsfeld benachbarter Elemente an den gemeinsamen Flachen oder

Kanten iibereinstimmen.

Zunichst soll die geometrische Kompatibilitdt der Elemente des

diskretisierten Bereichs mit dem zylinderférmigen Randelement unter-

sucht werden. Elemente, die mit dem Randelement kompatibel sind,
miissen ebenfalls einen zylinderférmigen Rand - an zumindest einer
Elementfliche — aufweisen. Diese Bedingung wird von den Sektoren-

elementen SECT 9, SECT 18 und SECT 30 nach /29/ erfiillt. Die
Elemente sind zur Berechnung rotationssyr;nmetrischer_Strukturen mit
nicht-rotationssymmetrischen  Materialeigensschaften geeignet. = Zur
Darstellung beliebiger Strukturen sind sie wegen der vorgegebenen

Sektorenform nur sehr bedingt brauchbar.

Eine sehr gute Anpassung des Finite-Element-Modells an eine vorge-
gebene Struktur ermdglichen dagegen die dreidimensionalen, 1iso-
parametrischen Elemente mit quadratischer Ansatzfunktion (Bild 4).
Jedoch ist bei diesen Elementen die Erfiillung der geometrischen
Kompatibilitat nicht mehr exakt mdglich (Bild 10). Als MafB zur

Abschdtzung des dadurch entstehenden Fehlers kann man den Ab-
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y T kreisférmiges
Randelement

parabelférmiges
isoparametrisches
Element

Differenzfldiche AF

b AV = AF - hg
V =b2'hs
Ar
Pat
4 O— 5 B>
X

Bild 10: Abstand des Randelementes von den Elementen im Innen-

bereich

stand zwischen Finitem Element und Randelement Ar auf die Element-
linge b (Lange des Bogens) beziehen. Eine andere Moglichkeit ist,
den bei der Integration zur Ermittelung der Steifigkeitsmatrix, Gl.
(3.6), "fehlenden" Volumenanteil AV auf das Gesamivolumen V des
Elementes zu beziehen, wobei von einem Element der Hohe hs und
mit der Grundfldache b x b ausgegangen wird. Die Ermittelung der
erforderlichen geometrischen Beziehungen ist in Anhang B angegeben.
Bild 11 =zeigt in logarithmischem MafBstab die daraus errechneten
Faktoren Ar/b und AV/V in Abhdngigkeit vom zugrundegelegten
Offnungswinkel P, bzw. der AnzahlA n, von Elementen entlang des
kreisformigen Randes in einer Schicht. Man erkennt, daR bei
Verwendung von z.B. 10 Elementen der grof3te Abstand zwischen
Rand und Element etwa 0,5% der Kantenldnge des Elementes betrigt.
Die bezogene Volumendifferenz ist demgegeniiber noch geringer. Mit
zunehmender Anzahl von Elementen nimmt der Fehler rasch ab. Man
mufl dabei beriicksichtigen, dafl eine Finite-Element-L&sung immer
eine Naherungsberechnung darstellt und nur eine endliche Genauig-
keit besitzt. Fehler in der genannten Groflenordnung treten auch
an anderen Stellen der Berechnung, z.B. bei der numerischen

Integration zur Bestimmung des Steifigkeitsmatrix nach Gl. (3.6) auf
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10 \
A_v=£\ AC
v b b
10"

o~ - © O c O 0O o
- & oI & n
- e
a (-]
~ w
o ‘o “n°wn °s °N oy 1N o ('Del
[ve) N P 4] -— -—
@

Bild 11: Anniherung eines Kreisbogenabschnitts durch eine Parabel

und k&nnen vernachldssigt werden. Daher ist die Konvergenz des
Verfahrens praktisch auch dann gegeben, wenn die geometrische

Kompatibilitdtsbedingung nicht exakt erfiillt ist,
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Neben der geometrischen Kompabilitdt wird die Vertrdglichkeit der
Verschiebungen gefordert. Diese Bedingung wird beim Aufstellen der

Transformationsmatrizen fir die Steifigkeitsmatrix berlicksichtigt.

5.2.3 Transformation der Randverschiebungen

Durch die Transformationsgleichungen der Verschiebungen werden die
Fourierterme der Verschiebungen des Randes durch ein allgemeines
Verschiebungsfeld des Randes ausgedriickt. Dieses wird durch die
Knotenpunktsverschiebungen und zwischen den Knotenpunkten durch
die Ansatzfunktionen der im diskretisierten Bereich verwendeten

Finiten Elemente beschrieben.

Zur Herleitung der Beziehung geht man von GI. (5.6a), (5.6b) aus.
Zundchst werden die Verschiebungen 232; in Zylinderkoordinaten mit
einer Koordinatentransformation durch Verschiebungen in kartesischen
Koordinaten (Bild 1) ausgedriickt. Zwischen den Verschiebungen in
kartesischen Koordinaten und den Knotenpunktsverschiebungen am
zylinderférmigen Rand besteht Uber die Ansatzfunktionen ein linearer
Zusammenhang. Damit erhdlt man einen linearen Zusammenhang
zwischen den Knotenpunktsverschiebungen des  dreidimensionalen
Randes und den Fouriertermen der Verschiebung. Diese Beziehungen

sollen nun im einzelnen abgeleitet werden.

vy
V2
L
MDDt
b~ \
0 \
\\
¥ \\!cos @ T\
\
@ [ : \
N5
\).(,0 \\\Q-SIN P
[
» —> x. U

c

Bild 12: Koordinatentransformation der Verschiebungen
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Zwischen den Verschiebungen im kartesischen Koordinatensystem
(Bild 1) und im zylindrischen Koordinatensystem (Bild 2) besteht
nach Bild 12 die Beziehung:

u, cosQ@ sin@ 0 u

w = 0 0 1 .

_—Z ——

v, -sin® cos® 0 w (5.48)
(5.48a)

Die Fourierterme der Verschiebungen des Randes fiir ein allgemeines
Verschiebungsfeld 1in kartesischen Koordinaten erhdlt man durch

Einsetzen in Gl. (5.6a), (5.6b) zu

27

u Lo L . 7
=sym,n{ T 2 “no l}bsym n.[T ]32 %-dgp (5.49a)
A C )
- 1 1 2% I
%Eant,ng =5 (=50, )'/[ﬁbam,n]'_T]-;g;-dq) (5.49b)
[¢]

Das Verschiebungsfeld %E: wird fir eine einzelne Bodenschicht durch
die Ansatzfunktionen der Finiten Elemente in Gl. (3.1) bzw. Gl.
(3.12) wund Bild 4 definiert. Bezeichnet man die Winkelkoordinaten

an den Elementgrenzen mit @ = P 901, an wobei QDO = 0 und

-1
@, _1 = 2w ist (Bild 13), ergibt sich weiter: €
e

n -1 %Pisl

EO RS T b (I AN DS
-ggeog) (5.50a)



Bild 13: Draufsicht auf Elemente am Rand

Eant,ng = % (1- %'6no ) - ZG: </ {¢ant,n]'[T]'[N]'d(p
T .

Die Matrix [N] enthdlt die Ansatzfunktionen und der Vektor 3Beoi
die Verschiebungen u, v, w aller Knoten eines Elements, die mit

dem Randelement am zylinderférmigen Rand verbunden sind.
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Dreidimensionales
isoparametrisches
Element

Bild 14: Anordnung eines dreidimensionalen Elements am Rand

Ein dreidimensionales isoparametrisches Element sei, wie in Bild 14
dargestellt, am Rand angeordnet. Das Verschiebungsfeld des Ele-
ments in der an den zylinderformigen Rand angrenzenden Fliache

erhdlt man nach Bild 4 fiir die Elementkoordinate (= 1 zu:

bei linearer Ansatzfunktion uber die Hohe:

[¥] =[h1'{13] nofis] s nifia)molts) hll’[%ﬂ o
u-

bl = % ((§+§2) + n(§+§2))’

h, =% ((~E+82) + n(-E+E9))
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((~&+8%) +q(E-£2) )

|
=

((E+E2) +m(-E-E2) )

I
A=

((1-£%) +q(1-£2))

I
DO}

((1-82) +n(E%1))

D] =

1=

sowie bei quadratischer Ansatzfunktion iiber die Hshe zu:

]

mit

h

h

0] b nfid ik i) mfd ol ]

(5.52)

1 = % ((E*-1) + ne+g%) + 72(14£))
2 = % ((E*1) + 98-8 + n201-8)
3 - % ((6%-1) + n(g-£%) + n2(1-§))
4L = % ((E%-1) + n(-E_F) + n2(1+£))
o =3 (-1 + 501-g%))
10 = %_— ((1+8) + nz(g_l))
11 ~ %‘ ((1-g7) + p(g%1))
o = 5 ((1+E) + n?(-1-g)

In der Matrix [N] und im Vektor 3Eeof der Knotenpunktsver-

schiebungen sind nur die Verschiebungen derjenigen Punkte ent-

halten, die in der Berijhrungsfléiche des dreidimensionalen isopara-

metrischen Elements mit dem zylinderférmigen Rand liegen. Fiir die

librigen Knotenpunkte des Elements werden die Funktionen h. in der

i

Flache {=1 (vgl. Bild 14) zu Null und brauchen daher nicht
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beriicksichtigt zu werden.

Der Vektor 3u i enthilt demnach ausschlieBlich die Verschiebungs-
komponenten u, Vv, W in den Elementknotenpunkten 1, 2, 3, 4, 9,
10, 11 und 12 (Bezeichnung siehe Bild 4 und 14).

Die Matrix [N] ist aufspaltbar in die Matrix [N 7)], die nur von der
Elementkoordinate 7 (entsprechend z im globalen Koordinatensystem)
abhdngt und in Ng , welche nur von der Elementkoordinate £

(entsprechend ¢ im zylindrischen Koordinatensystem) abhangt.

] - [l

Die Matrix [NU] wurde bereits in Gl. (5.16), (5.17) angegeben. Fir
[Ng] ergibt sich damit folgender Aufbau:

fl,l[ 3]'f1 2[13]if1 3[3]§f1,4'[13],§f1,9'[13]§f1,11‘[13]

fz,l'[ls]fz 2'[ 3]‘f2 3[ 3}! 2, 4[13]jf2,9'[13]5f2’11'[13]

(5.54a)
bei linearer Ansatzfunktion iber die Hohe
und ! |
I ) I -i i -E i T: —I -Hf —I Tllf FI Tlf I |
. . . . . i . .
f1,11s LIPS LY L REA RERTA KT RRRE 1) R PR N i SRR I AR
e 4 S s e e — — - [t TR Sy RPN S Ry
C ) | | ﬁl E T:f ITIf B 'lf .
U IO PP LB PR LEY LU YR LEY SPIN ] (PRl 1w B Y e TR T I
. S ; RPN R I P T __________._1_________:_3 _______
- = -l -} |l T I lf I I
. ! . [ . . . If . I . .
SRS LY EPS LY LR TEY R SRTVA REY SR PN i) i PR Rl 3,113 %3, 1273
L i - - [ T ! ! -
(5.54Db)
bei quadratischer Ansatzfunktion iber die Hohe.
Zur Ermittlung der Funktionen, fi . schreibt man die Matrizen-

b

multiplikation nach Gl. (5.53) an und erhdlt mit [Nn] nach Gl.
(5.16) bzw. (5.17) bei linearer Ansatzfunktion
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1 1 1 1
=n(—§f.+-2-f2’j)+(7f oy £y ) .(5.55a)
und bei quadratischer Ansatzfunktion

8111, * 8pfp j + g5 iy )=

- 1 _ L _1 . L
=n° 3 .fl,j f2,j + 3 f3,j) + 7 5 fl-,j b 5 f3’j)4+ fZ,J. (5.55b)

Die Funktionen hi nach Gl. (5.51) bzw. (5.52) k&nnen ebenfalls als

Polynom dargestellt werden:

hy = mb, . + b, | (5.56a)

b, . (5.56b)

bei quadratischer Ansatzfunktion.

Durch einen Koeffizientenvergleich mit (5.55a) bzw. (5.55b) erhilt

man schlief3lich die Unbekannten fij zZu:

foo. = -
1,i bl,j + bz,j

f2,j = bl,j + b2,j (5.57a)

Li = P15 7 P25+ By

£ =

2, b3,j

fS,j = bl,j + b2,j + b3,j (5.57b)

bei quadratischer Ansatzfunktion.
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Positive Richtung ¢

Bild 15: Zusammenhang zwischen der Elementkoordinate§ und dem

Offnungswinkel ® des zylindrischen Koordinatensystems

Die Funktionen fi i sind in den Tabellen 2 und 3 zusammengestellt.

H

Die Elementkoordinate & entspricht bei der Elementanordnung nach
Bild 14 der globalen Koordinaten ® des Randelements. Aus Bild 15

erhdlt man den Zusammenhang zwischen £ und @ fiir ein Element zu:

E=a, - a9 (5.58)
mit

4 = %@%L (5.59)
und

%= _12_____q)i (5.60)

Dabei wird vorausgesetzt, dafl der kreisférmige Rand durch eine

Parabel zweiter Ordnung angendhert werden kann.
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Mit Gl. (5.58) wird in allen Elementen der Matrix [Ng] die
Koordinate & durch die globale Koordinate ¢ ersetzt. [Ng] ist damit

ausschlieBlich von der Winkelkoordinate ¢ abhédngig.

Man fithrt nun die Ansatzfunktionen in der Produktdarstellung durch
die Matrizen [N'ﬂ] und [Ng] (Gl. (5.53)) in die Gleichungen fiir die
Fourierterme der Verschiebungen ein. Mit Gl. (5.50a) und (5.50b)

erhdlt man:

ne—l
- 1 1 .
gﬂsym,ng =5 (-3 0,) Z
i=o
Pisl
(o] 7 1 )] ] o 3ueog) (5.610)
Q.
- und '
n -1
e

,.v,’
1=t
o
o
~
o
R .
-
-
O} =
(=%
3
o}

(QDZ [(pant,n]'[ TH N”]‘[ Ng] @ Heof><5-61b>

Da die Matrix [Nn] von @ unabhdngig und fiir alle Elemente gleich
ist, kann sie vor den Integralausdruck und auch vor das Summen-
zeichen gezogen werden, wobei aus den Matrizenprodukten

[gpsym,n]'[T] und [qjant,n]'[ T] die Matrizen [stm] und [eant]

entstehen. Man erhé&lt:

.

1 1
3sym,ns =7 (1= 3 0,,) [N"?]

n -1 P,

i+l

5 ([ orlluorfec]) o
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3E§nt,n$ =7 (- 2 2?0)' [NnJ

n -1 . i+1
e

2 ([l ered

1=0 P,

1

Die Matrizen [@ ] und [G ] haben die Form:
sym ant

. : [Tsym] 0
e]

; : [Tant] 0
o] < o

bei linearer Ansatzfunktion iber die Hohe und

(]

e R N

bei quadratischer Ansatzfunktion iiber die Hohe, mit

o ] 7]
e [t ][ 7]

)

(5.62b)

(5.63a)

(5.63b)

(5.64a)

(5.64Db)

(5.65a)

(5.65b)
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Die Ausdriicke unter dem Integral faBt man zu den Elementmatrizen

Piv1

fo] - [ [e]lse]o

Py

[Ael] = / [Gant].[Ng].dgo) (5.66b)

@.

i
die den Anteil eines Elements wiedergeben, zusammen. Die nume-

rische Ermittelung dieser Matrizen ist in Anhang C angegeben.

Geht man von Fouriertermen fiir das Verschiebungsfeld iiber die Hohe
einer einzigen Schicht zu den Knotenpunktswerten 3Es sym$ bzw.
325 antg nach Gl. (5.21), (5.22) iber, erhdlt man unter Verwendung

der Elementmatrizen (5.66a), (5.66b) aus (5.62a), (5.62b):

ne-l ~ _
— 1 1, (|S.,Hu ) (5.67a)
i—is,sym =z (1 -3 6no) Lt | el §—eo§
n,-1 o
3§s,ant§ =% (1 - %Qéno) Z ([Ae1 '3Eeog) (5.67b)
i=o ” -

Bezeichnet man mit 3_1.1.‘50$ den Vektor der Verschiebungen aller
Punkte einer Schicht des dreidimensionalen Finite-Element-Modells,

so lassen sich die Gleichungen (5.67a), (5.67b) auch in der Form

— 1 1

%Es,sym =z (1 -3 6no)'[ss]'§ 3502 (5.68a)
311‘ 2:1(1—16 )-[A] u ; (5.68b)
—s,ant 7T 2 "no [ =50 ‘

schreiben.

Die Matrizen [S] und A werden durch Addition der Element-

matrizen [Sel] und [Ael] aller Elemente der Schicht am Rand

gebildet. Bei der Addition ist zu beachten, dafB sich die Spalten der



/(5—1)-np+ Np- 1

Schicht 1 Schicht s

Bild 16: Knotennumerierung des Randelements bei linearer Ansatz—

funktion {iber die Hohe

—<

\—
\3 .
\\ 5(5-1) N+ 1
3
5(5-1)-np+ n,
3 . _
5(5-1) N+ Np= 1
3 1y,
2(s- 2) ny+ 4

31e_1).
2(s 2)np+3

0 N
, (s 3)np+2

>X 3 1
AN - -]
2(5 3)np+1

ne
\; _l . 3
2ls=30npe 3ng
Schicht 1 Schicht s
Bild 17: Knotennumerierung Randelements bei quadratischer

Apsatzfunktion iiber die Hohe
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knoten
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Entsprechende Knoten-

nummer des Randes

9

11

2.1+ 1

2:i -1

2'n + 2-i
e

241

Tabelle 4: Zuordnung von Elementknotennummern und Knotennummern

des Randes bei linearer Ansatzfunktion iiber die Hohe

Element-

knoten

Entsprechende Knoten-

nummer des Randes

O N W

10

11

12

3-ne + 21 -1

3ne + 2.1+ 1

2.1 + 1

2.1 -1

3-ne+1

2-n + 1+ 1
e

2-i

Tabelle 5: Zuordnung von Elementknotennummern und Knotennummern

des Randes bei quadratischer Ansatzfunktion iiber die Hohe
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Matrizen [Sel] und {Ael] auf die Numerierung der Elementknoten
beziehen, wihrend bei den Matrizen [Ss] und [As] die Spalten
nach den globalen Knotennummern numeriert sind. Daher miissen vor
der Addition der Elementmatrizen ihre Spalten umsortiert werden.
Fiur die Knotenanordnung nach Bild 16 und 17 ist in den Tabellen
4 und 5 die Zuordnung von Elementknotennummer und Knotennummer
in globalen KXoordinaten angegeben. Dabei entspricht n, der
Anzahl der Elemente, die in einer Schicht am zylinderférmigen Rand
anliegen, i ist die jeweilige Elementnummer. Da jedem Knotenpunkt
jeweils drei Spalten entsprechen, namlich fiir die Verschiebungen u,
v, und w sind beim Umsortieren und Aufaddieren der Spalten des
Knotenpunktes npi jeweils alle Operationen mit den Spalten (3-nPi -
2), (3-nPi - 1), und (3-npi) durchzufiihren.

Man ermittelt demnach fiir Jjedes Element einer Schicht, das am Rand
anliegt, zundchst die Elementmatrizen [ Sel ] und [Ael] nach
Anhang C. AnschlieBend bestimmt man fir jeden Elementknotenpunkt
mit Tabelle 4 bzw. 5 den zugehdrigen globalen Knotenpunkt und
addiert die dem Elementknotenpunkt entsprechenden Spalten der

Matrizen S&1 und [Ael] zu den zugehdrigen Spalten der Matrizen
[S ] und | A |.
s s

Geht man von der einzelnen Schicht auf das gesamte System iiber, so
erhdlt man aus Gl. (5.68a) und (5.68b) die Beziehungen

- 1 1
3Eo,symg =z (1~ 2 6no)'[5]'320€ (5.69a)
3Eo ant% L (1-16 )-[A]'g u ; (5.69b)
’ M2 2 no —o :
Die Vektoren Ju f und 34 g enthalten die symmetrischen
—0,5ym —0,ant

und  antimetrischen  Fourierterme der Verschiebungen fiir alle
Schichten nach Gl. (5.33). 1Im Vektor
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=1 :
vy Verschiebungskomponenten Punkt 1
|
Loy T | =2
Vo i Verschiebungskomponenten Punkt 2
I =
=2

(5.69¢c)

sind die Komponenten der Verschiebungen aller Punkte am Rand des
dreidimensionalen zylinderférmigen Randes zusammengestellt. Die
Matrizen [S] und [A] werden nach dem in Bild 18 bzw. 19
-angegebenen Schema aus den Schichtmatrizen [Ss] und [As] aller
Schichten aufgebaut. Da die untersten drei Reihen der Matrizen der
ndchsten darunter liegenden Schicht entsprechen (und die ent-
sprechenden Elemente gleich sind), entfallen sie beim Aufbau der
Matrizen [5], [A]

obere Schichtgrenze

NN 2

/[Ssl fir Schicht 1 [Ss] fir Schicht s

NERERE b
e SR AR R I B
[S] - Ing [|\‘\|\| NS }3

ISEERER

Bild 18: Uberlagerung der Matrizen [Ss]’ [AS]

— Lineare Ansatzfunktion iiber die Hohe
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Jje 3 Freiheitsgrade pro Punkt

obere
Schichtgrenze

LS. %3]

L3 R 45 & &4
X 3¢ X33 2 X

mitilere
Punktreihe

| I
o
oL
I I |
| 1 1

) /7/5'.?»7}7777/*' 7
% tfail t///,%
%re//'}/y/S//,v //A

untere.
Schichtgrenze

——

CTETT
—_-30
-t

Bild 19: Uberlagerung der Matrizen [Ss]’ [AS]

- Quadratische Ansatzfunktion iiber die H&he

Die Gleichungen (5.69a), (5.69b) stellen die Beziehungen zwischen
den Fouriertermen der Verschiebungen wund den Knotenpunktsver-
schiebungen am zylinderférmigen Rand des dreidimensionalen Finite—
Element-Modells her. Damit kann jedes Verschiebungsfeld des Randes
des dreidimensionalen Finite-Element-Modells durch die symmetrischen

und antimetrischen Fourierterme nach Gl. (5.1) ausgedriickt werden.

5.2.4 Transformation der Randkrifte

Durch die Transformationsgleichungen fiir die am Rand wirkenden
Krdfte sollen die Kraftgrofen des diskretisierten Bereichs durch die
Fourierterme der KraftgroBen des rotationssymmetrischen Randelements
ausgedriickt werden. Im diskretisierten Bereich bilden die Knoten-
punktskrédfte in kartesischen Koordinaten die zu untersuchenden

KraftgroBen. Fir das rotatationssymmetrische Randelement werden die
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Kraftgrofen durch die in Gl. (5.40) enthaltenen Kridfte dargestellt.

Zur Herleitung der Beziehung fasst man die 1im Randelement
wirkenden Spannungen als Flidchenlast auf, die auf die Oberfldache der
am Rand anliegenden Elemente wirkt. Fir eine auf ein Finites
Element einwirkende Flichenlast wurde bereits mit Gl. (3.8) die
Beziehung zur Ermittlung der entsprechenden KXnotenkrdfte ange-
geben. Die  Oberfldchenlasten werden darin in  kartesischen
Koordinaten beschrieben. Sie miissen zundchst auf die Spannungen im
zylindrischen Koordinatensystem transformiert werden. Diese konnen
dann in eine Fourierreihe entwickelt werden. Damit lassen sich die
am Rand des diskretisierten Bereichs wirkenden Knotenpunktskrafte

durch eine Fourierreihe der Kré&fte in Zylinderkoordinaten darstellen.

Die Spannungen, die in der Fldche zwischen Randelement und den
Finiten Elementen des diskretisierten Bereichs wirken, greifen als
Oberfldachenlasten an der am Rand anliegenden Seitenfldche der
Elemente an. Dieser Belastung entsprechen die Knotenpunktskrafte
nach Gl. (3.8):

T |
Im Vektor
By
P, (5.70)
sind die Oberfldchenlasten in x-, y- und 2z-Richtung zusammen-

gefasst. Der Vektor §£e§ enthdlt die Knotenpunktiskrafte in x-, y-
und z-Richtung fur die Knotenpunkte des Elements, bezogen auf die
Element-Knotennummern des dreidimensionalen isoparametrischen
Elements (Bild 4). Ordnet man das Element nach Bild 14 am
zylinderformigen Rand an, so ruft die Belastung der das Rand-
element berithrenden Flache nach Gl. (3.8) lediglich Krdfte in den
Knotenpunkten 1, 2, 3, 4, 9, 10, 11 und 12 hervor. Der Vektor3 —F-’-ei
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enthdlt demnach beim Element mit quadratischer Ansatzfunktion iiber
die Hohe 8 x 3 und bei linearer Ansatzfunktion 6 x 3 Elemente. Fiir
die Knotenpunkte am Rand wurde die Matrix [N] bereits in GlI.
(5.51) bzw. (5.52) angegeben.

—

Byrsinr ot
<t |

T } R-cos q{-dA

o | & .

o : ? oy p-sin v.dA

Q%I i -3 X

Bild 20: Koordinatentransformation der Spannungen am Elementrand

Zundchst werden die in Gl. (3.8) enthaltenen Oberflachenlasten von
kartesischen in Zylinderkoordinaten transformiert. Die auf das
Flachenelement dA des zylinderformigen Randes bezogenen Krifte in
X~-, y- und z-Richtung werden mit P_X* » P, *und P—z* bezeichnet. Sie
werden spdter anstelle der Oberflicheniasten gpf in Gl. (3.8)
eingefithrt, in der iiber das Flachenelement dA des gekriimmten
Randes zu integrieren ist. Da sich sowohl die bezogenen Krafte P, >
P, P in Zylinderkoordinaten als auch die Oberfldchenlasten E ,
_p_}‘j', P_Z"' in kartesischen Koordinaten auf dasselbe Fldchenelement dA
beziehen, konnen beide Flichenlasten wie Kr&dfte transformiert
werden. Nach Bild 20 erhidlt man:
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- -1
Rx* cos® 0 -sin@ P,
) Ry*> = sing 0 cos® |, lp, ¢
p_z* 0 1 0 Ry (5.71)

e - 1T

Die Oberflichenlasten werden in Gl. (3.8) iber das Fldachenelement

P'Zg (5.71a)

dA integriert. Beschreibt man die Begrenzung des isoparametrischen
Elements ndherungsweise durch einen Kreisbogen anstellt einer

Parabel, erhdlt man das Flachenelement zu:
dA = r_ - de - dz (5.72)

Nunmehr setzt man die Zerlegung der Matrix [N] in die jeweils von
den Elementkoordinaten £ und g abhidngigen Matrizen N§ und
Ny nach Gl. (5.53), die Transformation der Oberfldchenlasten
nach Gl. (5.71) und die Anndherung des Flachenelements, GIl. (5.72)

in die Beziehung (3.8) fiir die Knotenkrafte ein und erh&lt:

2341 Pial
g P, g =, / j [Ng].T- [Nﬂ]T.[T]T-§RZ§dg; - dz (5.73)
zi 9P .

Die Integration ist iiber die gesamte Fldache, an der das Element

den zylinderfdrmigen Rand beriihrt, durchzufiihren.

Man setzt nun fiir die Oberfldchenlasten 3Ez$ die Entwicklung in

eine Fourierreihe nach Gl. (5.5a) ein. Damit lautet Gl. (5.73):
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Zitv1 Pi+1

e - B (] [ D [ [ o]

P—sym,n g de - dz

Zi41 Pis1
T N T T T —
+ [NE] . [ 77] [ ] 'l}bant,n]'sRant,n dp dz
z; @i
(5.74)
In dieser Gleichung sind die Matrizen [Ng], [gpsym,n_] und (pant’n
von der Koordinaten @, die Matrix N’?] und die Vektoren D
sym,n

und zﬁant,ng von der Koordinate z abhéngig. Zur Trennung der von
® und z abhdngigen Terme wird die bei den Transformations-—
gleichungen fiir die Verschiebungen (beim Ubergang von Gl. (5.61)
zu Gl. (5.62)) schon verwendete ldentitit

omal (7] {1alle] = [1a[ ol ]
[fane ] [T} Lol ] = Lrva]-[onnc [

herangezogen. Gleichung (5.74) lautet damit

Pis1 Zi+1
O T T T(_
o8 T ] o [ -
n=o
Pit1 7 Zi+1 “1
T T T (_
* [Ng] 'l:gant] dg - [N"?] Pant,n dz
P, z; (5.75)

Die beiden Integrale iiber den Offnungswinkel @ sind dabei die
Transponierten der in Gl. (5.66a) und in Gl. (5.66b) definierten
Matrizen [Sel] und [Ael]' Die beiden Integrale iiber die Hohen-

koordinate z sind fiir alle Elemente der Schicht gleich. Fir die
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Schicht s erhdlt man nach Gl. (5.40):

z.
il

— T ——

gzs, sym% =T / [Nﬂ] ’ g Bsym,n
- T{_
Es,ant =T _- [N")] g Pant.n dz (5.76b)

Damit lautet Gl. (5.75):

dz (5.76a)

= Tiy T
Pe = § :<[Se1 ) —P-s,sym * [Ael] ) gs,ant > (5.77)
n=o0
Um die Kréfte zu erhalten, die in einer Schicht wirken, miissen
die Elementkradfte nach Gl. (5.77) fir alle Elemente der Schicht
addiert werden. Dabei bleiben die Vektoren%ﬁ iund 3? $
—s,sym —s,ant
fir alle Elemente der Schicht gleich und kénnen aus der Summe
der zu addierenden Matrizenprodukte ausgeklammert werden. Es
brauchen daher lediglich die Matrizen Sel T und Ael T der
einzelnen Elemente zu den auf die Schicht bezogenen Matrizen,
[SS]T und [AS]T tiberlagert zu werden. Die Zeilennummern
T T

beziehen sich bei den Matrizen Sel] und Ael] auf die Element-
knotennummern (Numerierung nach Bild 14) und bei den Matrizen
[SS]T und [AS]T auf die Knotennummern einer Schicht 1 nach Bild
16 bzw. 17. Der Aufbau der Matrizen [SS]T und [A'S]T fihrt - auf
die Zeilen bezogen - zum gleichen Umordnungs- und Additionsschema
wie bei der Bildung der Matrizen [55] und [As] bei der Aufstellung
der Transformationsgleichungen fiir die Verschiebungen. Fir alle

Elemente einer Schicht erhdlt man somit aus Gl. (5.77) die Beziehung
& Ti(_ T

P = E ([S ] P + [A ] N

—s s| )—s,sym s| i

n=o0 ‘

Um von einer einzelnen Schicht auf alle Knotenpunkte des Randes

P %) (5.78)

—s,ant

iibergehen zu konnen, miissen die in Gl. (5.78) enthaltenen Summa-

tionen der Matrizenprodukte naher untersucht werden. In Bild 21
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T _ T - —
[55'1] . 3 E‘I,sym‘g + [55‘2] . 3 EZ,sym ( + ... .. [ss'ns] . 3 Ens.sym ‘

3 x 3 Elemente

~7[55_11

1 — W B 0 r
x np{ i =0 -I r’ E1,sym$ }9 0 }6
-t- der sich Uberlappende ;r: 2 9
X nP‘{ i Bereich ist bei beiden 2.sym }
- . N
x np{ i Matrizen gleich
]
= ™" -(<or+Jo(+ ..... 10
9
]
[}
* ]
ss,n,’ ’ .
| ] . -
L | L o L .§Ens.sym
L Kenttanr, da !
Knotenpunkte am
starren Untergrund
festgehaiten
s T —
Bild 21: Uberlagerung der Matrizenprodukte [S] 3 P f
S . —S,sym

ist die Summation des ersten Matrizenprodukts {iiber alle Schichten
fir einen einzigen Fourierterm n dargestellt.  Aufgrund der Eigen-
schaften des Aufbaus der Matrizen [Ss]T lassen sich die Schicht-
matrizen und die Kraftvektoren getrennt iberlagern. Die Uber-
lagerung der Schichtmatrizen SS T fur das gesamte System fiithrt
also zur Transponierten der Matrix [S] nach Gl. (5.69) (vgl. Bilder
18, 19). Auf die gleiche Weise werden auch die Matrizenprodukte der
antimetrischen Fourierterme getrennt tUberlagert. Man erh&dlt damit

fir das gesamte System aus Gl. (5.78) die Beziehung:

) :Z: ([S]T'zfo;symg * [A]T'gfo,amg) (5.79)
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Der Vektor

|
N
—

-—P-X,Z
§Bo§= TP, ot

(5.80)

enthdlt die Krdfte in x- y- und z-Richtung, die an den Knoten-
punkten des Randes des diskretisierten Bereichs angreifen. Gleichung
(5.79) stellt damit die Beziehung zwischen den Kré&ften am Rand des
diskretisierten Bereichs und den Fouriertermen der Krédfte des

rotationssymmetrischen Randelementes her.

5.2.5 Transformation der Steifigkeitsmatrix

Mit den Transformationsgleichungen fiir die Verschiebungen und fur
die Randkrafte stehen alle Beziehungen zur Transformation der

rotationssymmetrischen Steifigkeitsmatrix zur Verfligung.

Die Steifigkeitsmatrix [_}3], die in Gl. (5.41a) bzw. (5.41b) die
Beziehung zwischen den Fouriertermen der Verschiebungen und Krifte
beschreibt, gilt sowohl fiir die symmetrischen wie auch fir die
antimetrischen Terme. Setzt man Gl. (5.41) in Gl. (5.79) ein und
ersetzt man die Fourierterme der Randverschiebungen mit Gl.
(5.69a), (5.69b) durch die Knotenpunktsverschiebungen am Rand des

diskretisierten Bereichs, so erhidlt man

fof -+ 2 (- 2o (T ]
[T )

=i

gb£ (5.81)
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oder

o] -[a

(5.83)

ist die dynamische Steifigkeitsmatrix fir den zylinderfdrmigen Rand
des mit dreidimensionalen isoparametrischen Elementen diskretisierten
Bereichs. Die Matrix [B_] ist symmetrisch, da fiir den symmetrischen

Anteil und entsprechend auch fiir den antimetrischen Anteil gilt:

LD - (T[]
und damit [g] - [g]T, wenn [E] symmetrisch ist.

Die Matrizen [S], [A] und [E] sind von der Ordnung des Fourier-
terms abhidngig. Die Summation in Gl. (5.83) ist theoretisch fiir
unendlich viele Fourierterme durchzufiihren. Praktisch geniigt
jedoch eine endliche Anzahl, die vom jeweiligen Verschiebungsfeld

am Rand des Systems abhingt.

5.2.6 Verschiebungen, Verzerrungen und Spannungen im Randelement

Um die Verschiebungen, Verzerrungen und Spannungen innerhalb des
Randelementes zu bestimmen, geht man von den Knotenpunktsver-
schiebungen 3302 ‘des Randes aus. Diese zerlegt man mit Gl. (5.69a)
und (5.69b) in ihre symmetrischen und antimetrischen Fourierterme
%ﬁ f und a g Mit diesen k&nnen die Verschiebungen,
—0,sym —o,ant

Verzerrungen und Spannungen, wie in Abschnitt 5.1.6 fiir rotations—

symmetrische Modelle angegeben, bestimmt werden.
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6. SYSTEME MIT EINER ODER MEHREREN SYMMETRIEACHSEN

6.1 Allgemeines

Die Steifigkeitsmatrix des Randelementes wurde fir einen zylinder-
formigen Rand des in Finite Elemente diskretisierten Baugrund-
bereichs abgeleitet. Bei Systemen mit einer oder zwei Symmetrie-
achsen, wie z.B. bei einem Rechteckfundament, ist es sinnvoll, die
Berechnung unter Ausnutzung der Symmetrie mit nur einer Halfte
bzw. einem Viertel des gesamten Systems durchzufithren. In diesem
Fall wird fiir das Randelement eine Steifigkeitsmatrix bendtigt, die
den Zusammenhang zwischen Krdften und Verschiebungen an der

Hilfte bzw. einem Viertel des Zylinders herstellt.

6.2 Reduktion der Steifigkeitsmatrix

Wurde die Randmatrix fir den vollen Zylinder bereits berechnet, so
kann diese Matrix durch Einfithren der Symmetriebedingungen
reduziert werden. Dazu stellt man zundchst Symmetriebedingungen
der Verschiebungen auf, die angeben, in welchen Freiheitsgraden
des =zylinderfdrmigen Randelements die Verschiebungen aufgrund der
Symmetrie oder Antimetrie des Verschiebungsfeldes gleich grof3, ent-
gegengesetzt gleich groB oder Null sind. Die entsprechenden
Spalten der Steifigkeitsmatrix werden durch Addition bzw. Subtrak-
tion zu einer einzigen Spalte zusammengefasst oder, wenn die
Verschiebungen in einem Freiheitsgrad gleich Null sind, eliminiert.
Damit enth#lt die Steifigkeitsmatrix nur noch so viele Spalten wie
Freiheitsgrade am reduzierten symmetrischen System vorhanden sind.
Die Anzahl der Zeilen wird dadurch reduziert, dafB nur diejenigen
Krifte beriicksichtigt werden, die an dem betrachteten Zylinderab-
schnitt des reduzierten symmetrischen Randelementes angreifen. Die
Zeilen, die den Kr#ften in restlichen Zylinderbereich entsprechen,
kénnen daher eliminiert werden. ~ Bei allen Kraften, die auf einer
Symmetrieachse liegen, ist jedoch zu beachten, dafl an jedem sym-
metrischen Teilsystem jeweils nur die halbe Kraft angreift. Daher

sind alle Zeilen, die Kraften auf der Symmetrieachse entsprechen,
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mit dem Faktor 1/2 zu multiplizieren. Die so erhaltene Matrix
enthdlt genausoviele Zeilen und Spalten wie Freiheitsgrade am Rand

des reduzierten symmetrischen Systems vorhanden sind.

Bild 22: Freiheitsgrade eines Randelements (vereinfacht)

Das Vorgehen soll an einem einfachen Beispiel erliutert werden. Fir
das in Bild 22 dargestellte Randelement mit insgesarﬁt 8 Frei-
heitsgraden laute die Beziehung zwischen den Kriften 21"'28 und

den Verschiebungen Up.eelg:

P [ .

-1 211 %12 2493 --- a4y 3|
b, %21 8y, : u,
S = . b
—P-8 -‘181 9-88 28
_ |

Bei einem zur Achse SI - §1 symmetrischen Verschiebungsfeld gilt:

4 =0 B, =~ 4
gy = Uy g =0
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Falt man unter Ausnutzung dieser Bedingung die Spalten der

Steifigkeitsmatrix zusammen, erh&lt man:

Py 211 (213+217) (@)4-a1g) %15
Pol Je21  legsteyy)  flags-arg) 25 u,

JEal= 231 laggrlyy)  (eg4-e3)  ags J ug

Pg| |21 (agstegy) (ag,-@gg) ags

faara

our

Beriicksichtigt man nur die Krédfte der entsprechenden Symmetrie-
h&dlfte und beachtet man, dafl alle Kréfte auf der Symmetrieachse

mit ihrem halben Wert anzusetzen sind, ergibt sich:

- -
1p 1o L ) = ) 4
2 =1 2 211 21378177 2'%147818° 7 415 21
] I ag; leggtagy)  (gg,7a58) s B3
Bl 7| es (eystreyy) leyumeg) gyn by
lp 1 Macatacs) Zlac,-aeq) = u
2 =5 2 251 2'%53%8577 2'%5,7858’ 7 2554 =5

Entsprechend erhdlt man fiir ein antimetrisches Verschiebungsfeld mit

=
1]
(]

die fir das symmetrische Teilsystem reduzierte Matrix zu

Llp 1 Hanama,s) Sla,, tang) = (u
7 =2 2 822 2'87378577 Q9. %89g) 7 Qsg 2
] s a3  (az3mazy)  flagutasg) g6 | 23
Ppl 84  (euzmey) lagutrang) gy u,
—LP 1 —1-( ) -l( + ) 1
7 —6 2 262 7'%6374%67° T'26478687 T 66 g
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Diese Vorgehensweise =zur Reduzierung der Steifigkeitsmatrix gilt
sinngemdB auch bei mehr als einer Symmetrieachse. Sie erfordert
jedoch die Berechnung der Steifigkeitsmatrix fiir das gesamte zy-
lindrische Randelement und ist daher nur dann sinnvoll, wenn diese

Matrix aus einer anderen Berechnung bereits vorliegt.

6.3 Steifigkeitsmatrix fiir ein symmetrisches Teilsystem

Soll ausschlieBlich ein symmetrisches Teilsystem untersucht werden,
so Dberiicksichtigt man zweckmifligerweise die Symmetriebedingungen
bereits beim Aufstellen der Steifigkeitsmatrix. Dadurch wird der
Rechenaufwand bei der Bildung der Matrizenprodukte in Gl. (5.81)

reduziert.

Im allgemeinen Fall betrachtet man ein System mit m Symmetrie-
achsen. Die Matrizen [S] und [A] erhdlt man ausgehend von der
Integration iiber den gesamten Rand mit ® von 0 bis 2-m nach GIl.
(5.49a,b) bzw. (5.50a,b).

Bei dieser Integration muf nun die Symmetriebedingung beriick~
sichtigt werden. Dazu fiithrt man in jedem der m Abschnitte eine
Koordinate gBi ein, die so festgelegt wird, daf der Verlauf der

Verschiebungen am Rand aufgrund der Symmetrie in jedem der m

Abschnitte von ¢i= 0 bis g—z')l.z z_m”L

grol ist und fiir den ersten Abschnitt @1- =@ gilt. Die Beziehung

gleich oder entgegengesetzt gleich

zwischen der Winkelkoordinaten ¢i des Abschnittes i und dem Winkel
® 148t sich in der Form

¢i = Cic + Cie - @ (6.1a)
oder

=G+ G & . (6.1b)

anschreiben, wobei CiC immer ein Vielfaches oder ein Bruchteil von
T ist und Cie die Werte +1 oder -1 annehmen kann. Weiterhin wird

der Wert Cif eingefiihrt, der gleich 1 ist, wenn die Verschiebungen



91

im Abschnitt i gleich den Verschiebungen im Abschnitt 1 sind, und
der den Wert -1 annimmt, wenn die beiden Verschiebungen entgegen-
gesetzt gleich sind. Fir ein Beispiel mit zwei Symmetrieachsen sind

die Werte Cic’ Cie und Cif in Bild 23 angegeben.

Verschiebungszustand
Fall S2

Verschiebungszustand
Fall S3

Sy
Si
i Cic Cie Cit Cit
Fall S2 Fall S3
1 0 1 1 1
2 LLI -1 1 -1
3 -1 1 1 -1
4 0 -1 1 i
Bild 23: Funktionen Cic’ Cie’ Cif bei einem System mit 2 Symmetrie-

achsen, Fall 52 und S3

Mit der Symmetriebedingung, dafl die Verschiebung Cif f(P)  im
Abschnitt i gleich der Verschiebung f(®) im Abschnitt 1 von ¢= 0
bis 2 ;nn ist, sowie mit Gl. (6.l1a) erhdlt man in Gl. (5.6) fur die

einzelnen Terme:
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27
ff(w) +cos n@ d@
8]
27
m m
= Z f Cip f(P)ecos(- n-C,_ Cle +n-C g)l) d¢1
i=1
° 27
“m
m
:z (Cif-cos(n-CiC)) / f(gp)-cos(ngJ)dgl
i=1
0]
27
m
m
+ Z (Cif'sm(n'cic)) / f(P) s sin(n@p)dy
i=1 ‘
(o]
27 2%
“m m
= 51:/ f(®P)-cos n@ dg + 52/ (@) -sin(n@)de (6.2)
o] (@]
mit
m
S1 = Z Cif-cos(n'Cic) (6.3a)
i=1
m
52 = Z Cif-sin(n'CiC) (6.3b)
i=1
und
27
ff(¢)-sin ny de
o
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23 23
m m

= A / sin(n@) dp - Azf cos(ng) dg (6.4)
o o

mit

m

A1 = Z Cif-Cie-cos(n-CiC) (6.5a)
i=1
m

A, - Z Cyp-Cyp-sin(n-Cy ) (6.5b)
i=1

Die Auswertung der Ausdriicke nach Gl. (6.3a) und (6.3b) fur die
in den Tabellen 6 und 7 angegebenen Fdlle zeigt, dafBl der Wert S1
fiir die in Tabelle 6 angegebenen Werte von n immer gleich m ist,

wdhrend fiir andere Werte von n S1 = 0 gilt. Entsprechend erhialt

man bei einem antimetrischer Verschiebungsfeld fiir die in Tabelle 7
angegebenen Werte von n A1 = m und in allen {ibrigen Fédllen

A1 = 0. Die Werte 52 und A2

Das bedeutet, daB bei symmetrischen Systemen mit symmetrischem Ver-

schiebungsfeld die Matrix [S] fir den Bereich @ = 0 bis @= —ZT” zZu

ergeben sich in allen Fallen zu Null.

ermitteln und mit m zu multiplizieren ist. In Gl. (5.67a, b) bzw.

(5.68a,b) ist dannfl die Summation zum Aufbau der Matrix SS nur
|

tiber die ersten _&_ Elemente durchzufiithren. Daher nimmt Gl.
m

(5.69a,b) “bei symmetrischen Systemen mit symmetrischem Ver-

schiebungsfeld nach Tabelle 6 die Form

1 1 | [
=m = (1 - 5 dno)'[ssym]'g-go‘; g (6.6a)
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SYSTEM m FOURIER-TERME Nsym

2 0,1,2,3,4,5,

~N

Kl
NI
Ny x

~

o

N

~

o

o

Ny x
~
-t
w
wn
R
©

8 0.4,8,12,16

Tabelle 6: Fourierterme bei zur x-Achse symmetrischen Systemen mit

symmetrischem Verschiebungsfeld
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SYSTEM m | FOURIER-TERME ngn
2
‘.
. '
A, 5 2 0.1,2,3,4,5, ....
il

8 0,4,8,12,16, . . . ..

Tabelle 7: Fourierterme bei zur x-Achse symmetrischen OSystemen mit

antimetrischem Verschiebungsfeld
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zgo am; = 30 ; (6.6b)

und bei symmetrischen Systemen mit antimetrischem Verschiebungsfeld

nach Tabelle 7 die Form

§ Eo,symi - ; 0 2 (6.7a)v

= 1 1 :
3Eo,antz =mg (1 - 7 6no) [Aant]'g Eoz (6'.7b)
an. Fir alle Freiheitsgrade bei ® =0 und @ = -g%, in denen sich

aufgrund der Symmetrie die Verschiebungen zu Null ergeben, werden

dabei die entsprechenden Spalten in S] bzw. | A| eliminiert.

Bei der Ermittlung der Knotenpunktskrifte am Rand nach GI. (5.75)
werden ebenfalls nur diejenige Krafte berilicksichtigt, die am unter—
suchten Abschnitt des zylinderférmigen Randes angreifen. Das fiihrt
mit den Gleichungen (6.6a,b) wund (6.7a,b) bei symmetrischen
Systemen mit symmetrischem Verschiebungsfeld nach Tabelle 6 zur

Steifigkeitsmatrix

T
1 -
[Esym] = %172 : (1- 2 6no) [Ssym] [E] [Ssym] (6.8)
n

| Sym

und bei symmetrischen Systemen mit antimetrischem Verschiebungsfeld

nach Tabelle 7 zu:

T
_m 21 R
[Bant] 7 § : (1 2 éno) Aant R Aant (6.9)
n
ant
Bei der Summation iiber n sind lediglich die Fourierterme n bzw.

sym
N nt nach Tabelle 6 und 7 zu beriicksichtigen.

Die Anzahl der Reihen und Spalten der Matrix [R :, bzw. | R ]
ym —ant

in Gl. (6.8), bzw. (6.9) entspricht der Anzahl der Freiheitsgrad

am Rand des symmetrischen Teilsystems.
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Fiir den in Finite Elemente diskretisierten Bereich sind ebenso wie
beim Randelement bei allen Punkten auf den Symmetrieachsen die
Symmetriebedingungen zu beriicksichtigen. Das bedeutet, dafBl alle
Freiheitsgrade auf einer Symmetrieachse, deren Verschiebungen in
benachbarten symmetrischen Teilsystem entgegengesetzt gleich groB3
sind, auf der Symmetrieachse den Wert Null haben und daher

festzuhalten sind.
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7. ERDBEBENERREGUNG
7.1 Freifeldschwingungen einer viskoelastischen Bodenschicht

Im Lastfall Erdbeben greift die Erregung als FuBpunktbeschleuni-
gung am System an. Diese Erregung entspricht bei einer Finite-
Element-Berechnung von Baugrundmodellen der in Hshe der unteren
Begrenzung des Systems am starren Halbraum angreifenden Be-
schleunigung. Dabei geht man im allgemeinen davon aus, daB alle
Punkte am starren Halbraum zu jedem Zeitpunkt in gleicher GroBe
beschleunigt werden, d.h. daB eine in vertikaler Richtung ein-
fallende horizontal polarisierte Scherwelle die Beschleunigung des

Baugrundmodells verursacht /30/.

Zundchst soll die Antwortschwingung eines vom Bauwerk nicht be-
einfluBBten Bereichs des géschichteten Bodens, des sogenannten Frei-
felds, untersucht werden. Da die Verschiebung dieses Bereiches
ausschlieBlich durch horizontal polarisierte Scherwellen verursacht
wird, kann als Berechnungsmodell ein nur durch Schub-
beanspruchungen deformierbarer Stab verwendet werden, dessen Ver-
schiebungen am starren Halbraum festgehalten und an der Oberfliche
frei sind (Bild 24).

- Freie Oberfliche

\ 4

Gy, 861, 9

UrelF G,.%:.0; Elastische Schicht

* > 7 Schubmodul G

h Z 7 Damptung §G

' Dichte 0
SN, /

Gns .§G,ns ’ Qns

Ug .
TI7T777777777 7707777777777 T 777 77777777777 7777777777 777777777777

Bild 24: Freifeldschwingung einer elastischen Bodenschicht
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Die Differentialgleichung der harmonischen Schwingung des Stabes

mit up als Verschiebung lautet:

ang

dz2

+ .QZ.E =0 (7.1)

rollo

Fithrt man fiir die FuBpunkiserregung die Bodenverschiebung u
mit
Up = Yrelr * Yg (7-2)

ein (Bild 24) und bezeichnet man mit Y aF die Relativverschiebung,

so erh&dlt man

- —0-0%u (7.3)

2 G.
0-Q "Brer 7 g

Die allgemeine Ldsung von Gl. (7.3) kann man in Form einer

Ubertragungsmatrix formulieren:

1 ,
E.re]_F ) COS(E'hS) 2-{_.9 Sln(x h ) -I—J-I‘EIFO)
T % —x-g-sin(ﬁ-hs) cos(x-hs) T, ‘
cos(zc_-hs) - 1)
+ u
—£
—Z-_G_-sin(gc_.hs.)\ (7.4)
oder
g —Z-F - [E]'32F0§ + sks%-y_g (7.5)
mit

k- oy—& ' (7.5a)

Gleichung (7.4) beschreibt die Beziehung zwischen den Relativ-

verschiebungen Y o1F und den Spannungen 7 am oberen und unteren
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| !
| |
. Urel F, N To |
hs
Yy Urei F
/ T !
/ /
/ /

Bild 25: Element des Schubbalkens zur Herleitung der Ubertragungs—

matrix

Rand einer Schicht (Bild 25). Als Baugrundkennwerte G, '§G und o
sind in Gl. (7.4) fir die i-te Schicht Jeweils die zugeordneten Werte
Gi’ gGi und Qi und die Schichthéhe hg einzusetzen.

Die Ubertragungsfunktion der gesamten Schicht, die sich aus n. ein-
zelnen Schichten mit jeweils konstanten baugrunddynamischen Kenn-

werten zusammensetzt, erhdlt man durch Loésung des Gleichungssystems

Z
—F’ns = (l—l [251]> gZFog
i=1
n -1 ns
+ z l—l F ] <L .3 +{L .
. ((i=j+1 [_51 ) j_ng 3_Sns€) Eg (7.6)
J=1
mit Esi als Ubertragungsmatrix der i-ten Schicht und mit den
Zustandsvekioren 3ZF 2, 32 g am oberen bzw. unteren Schicht-
—Fo =Fn

rand. Mit dem damit bekanntgn Zustandsvektor sto; lassen sich

die Zustandsvektoren an den einzelnen Schichtgrenzen ermitteln. So

)

(7.7)

erhdlt man den Zustandsvektor an der Sc"hichtgrenze s zu:

T b Db

gF,s.
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Bild 26: Ubertragungsfunktion einer elastischen Schicht-Betrag der

Verschiebung bzw. Beschleunigung

o) (8).

W

VERSCHIEBUNG - PHASE

-12

8
N
- \ \
T H 2 l 7 8 3 4 3 6 7 8% ﬁo
10_| ! 3 -1 7 100 2 FRESQUEN-Z s 3 3 101 2 102

Bild 27: Ubertragungsfunktion einer elastischen Schicht

-~ Phasenwinkel der Verschiebung bzw. Beschleunigung
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Die Ubertragungsfunktion fir eine homogene Schicht der Hohe h ist
fir eine hysteretische Bodendampfung von 1%und 5% in den Bildern
26 und 27 dargestellt. Dabei ist auf der Frequenzachse die

dimensionslose Frequenz

a =
O

Q-h

e (7.8)
s

und auf der Ordinate der Absolutwert der Verschiebung oder der

Beschleunigung bezogen auf die Verschiebung bzw. Beschleunigung

des Grundgebirges aufgetragen. Die Spitzen liegen bei den Eigen-

kreisfrequenzen der horizontalen Schwingung der elastischen Schicht

(2+3-1)-q1-V ‘
O)J = —T—h—__— ] = 1’ 2’ 3 (7-9)
bzw. bei
a . = l-(z' - 1) (7.10)
oj T 774 '

Der Betrag der Ubertragungsfunktion in der j-ten Eigenfrequenz
ergibt sich dabei zu (/31/):

u
_,relF,nS . 9 g | (7.11)
u C(2-5- D7 £ )
g .Q:coj

Den Fall der reinen vertikalen Erregung einer Bodenschicht kann
man analog zum Fall der Horizontalerregung behandeln. Dabei muB
die vertikale Relativverschiebung w anstelle von u und die
relF relF
vertikale Spannung a, anstelle von ¥ eingefiihrt werden. Die
Differentialgleichung der vertikal harmonisch schwingenden Boden-

schicht erhidlt man zu:

a2

oz

Davbei bedeutet

£

+‘Qz.l{: 0 (7-12)

|

N

E
=5 .
0
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1-v

E =207 (7.13)

die Steifezahl des Bodens.

Gleichung (7.12) ist analog aufgebaut wie die Differentialgleichung
Gl. (7.1) fir horizontale Schwingungen. Aus dieser Analogie folgt,
daB alle fiir die Horizontalschwingung abgeleiteten Beziehungen uber-
nommen werden kodnnen, wenn anstelle des Schubmoduls G die Steife-
zahl Es eingesetzt wird und die Spannungen und Verschiebungen als

in vertikaler Richtung wirkend angenommen werden.

7.2 Erdbebenerregte Schwingungen von Systemen mit Randelementen

Wird das Finite-Element-System eines Baugrundmodells mit Rand-
elementen durch Erdbebeneinwirkung .in Schwingung versetzi, soO
greift die Erregung in zweifacher Weise an. Am starren unteren
Rand des Systems findet eine iber die gesamte Fliache gleich, d.h.
als von der x- und y-Koordinate unabhingig angenommene Ver-
schiebung statt. lhre Komponenten in x-, y- und z-Richtung seien
mit

Eg’ y_g und -V!g bezeichnet. Die gesamte Verschiebung eines

Knotenpunktes des Systems setzt sich dann aus den Relativver-

schiebungen u , vV , W und der Verschiebung des unteren
—rel —rel —rel

Randes zusammen, so dal}
U= g, g (7.14a)
\_,. = X.g + y_re]_ (7-14b)
w o= _v_v'g + W (7.14c)

gilt (Bild 28).

Neben der Erregung durch die vorgegebenen Verschiebungen des

unteren Randes findet bei. Systemen mit Randelementen auch eine
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1Ic
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Yrelr UrelF
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e Ug Ug
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System Randelement Diskretisierter
Bereich

Bild 28: Krédfte und Verschiebungen am Rand des diskretisierten

Bereichs

Erregung durch die am vertikalen Rand auf das System iibertragenen
Krdfte statt. Die Bewegungsgleichung eines Finite-Element-Systems

mit einem Randelement kann daher entsprechend Gl. (3.10) ge—
schrieben werden:

~a%[u]d. g 3 ,

+ —-s 3—re1§ 3 R
oder

( —.Q2-[Ms]-+ [55]»32“31; _
522-[MS] (;exg.gg e liv, +}§Z§-yg ) - ngg (7.152)

Der Vektor 3ex2 enthdlt in allen Elementen, die einer Verschiebung

(7.15)

1}
——

(@]
e

e
y

in x-Richtung entsprechen, eine 1, wihrend alle tibrigen Elemente
des Vektors Null sind. Entsprechend sind 3 $ und ;ezz fir die y-
und z-Richtung definiert. In Gl. (7.15) wurde beriicksichtigt, daB
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eine Starrkdrperverschiebung des Systems keine von der System-
steifigkeit abh#dngigen Krdfte hervorruft und somit z.B. der Term
[_K_S]g exi . Eg gleich Null ist.

Im Folgenden sollen nun die vom vertikalen Rand auf das System
iibertragenen Kr&dfte ndher untersucht werden. Diese Krdfte setzten
sich aus zwei Anteilen zusammen. Den ersten Anteil bildet eine
Kriftegruppe, die bei einem homogenen geschichteten System auftritt,
bei dem also kein Bauwerk oder sonstige Stérungen der Homogenitat
vorhanden sind und damit das Verschiebungsfeld nur von der
z-Koordinate wund nicht wvon der x- und y-Koordinate abhdngt.
Berechnet man ein solches System z.B. unter einer reinen vertikalen
Erregung, so werden zwischen Randelement wund diskretisiertem
Bereich Kré&fte ibertragen. Diese Krdfte sind im Fall der reinen
vertikalen Erregung horizontal gerichtet und bewirken, dafB die
'Dehnungen in horizontaler Richtung gleich Null sind. Entsprechend
treten bei reiner horizontalen Erregung Vertikalkrdfte auf, die
bewirken, daBR sich der Rand des diskretisierten Bereichs nicht in

vertikaler Richtung verschiebt.

Diese Kradfte erh#dlt man nach /2/ bei vertikaler Erregung zu

gfo,sym,og = - I, [E]'§§—re1F,sym,o (7.16a)
und bei horizontaler Erregung zu

%Eo,sym,l - ro[ﬁj'§ ErelF,sym,l (7.16b)

gEo,antJ; - ro[ﬁ:'girell:,ant,lg (7.16¢)
Dabei sind )Eo,sym,Oi’ 3Eo,sym,li und Eo,ant,1$ das nullte

symmetrische, das erste symmetrische und das erste antimetrische

Fourierglied der Randkrafte. Die Vektoren

2

. 3 ErelF,sym,o$
i‘ stellen die entsprechenden Fourier-

’ErellF,sym,lzj ’ 3Ere1F,ant,1
terme der relativen Freifeldverschiebungen dar. Da die Ver-

schiebungen nur von der Hthe 2z wund nicht von der x- wund

y-Koordinate abh#ingen, geniigen zur Beschreibung des gesamten
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Verschiebungsfeldes zwei Fourierterme, und zwar des nullten (n = 0)
symmetrischen fiir die vertikale Erregung, des ersten (n = 1),
symmetrischen fiir die horizontale Verschiebung in x-Richtung und
des ersten antimetrischen fiir die horizontale Verschiebung in y-Rich-
tung. Daher enth&dlt der Vektor 3Ere1F,sym,‘O$ in allen Elementen,
die einer vertikalen Verschiebung entsprechen, die zugehodrigen
Fourierglieder der Freifeldverschiebung in vertikaler Richtung, die
man aus der Lésung von Gl. (7.12) erhdlt, wihrend alle tibrigen
Terme Null sind. Demgem&dB sind bei den Vektoren

Urel F,sym,1 :

und 3'13 i nur die Elemente fiir T bzw. T besetzt, wihrend
—relF,ant,] - -

die Elemente fiir '\_»7_ Null sind. Die Matrix D | erhdlt man durch

Addition nach Bild 9 aus den Schichtmatrizen Es in Anhang A.

Um die Beziehung fiir das Randelement fiir nicht-rotationssymmet-
rische Systeme zu erhalten, wendet man die Transformationsgleich~
ungen fiir die Randkrifte, Gl. (5.79) wund fir die Randverschie-
bungen, Gl. (5.69a), (5.69b) auf die Gleichungen (7.16a-c) an.
Addiert man nun noch die einzelnen Kraftanteile aus (7.16a-c), so
erhdlt man zwischen den Randkré&ften ggo,Fi und den Freifeld-

verschiebungen die Beziehung:

ol = (2]« 2] fud  [0) {ue] .17
mit
[ I PO L PV I
2] = roEm %o] [E ][ e
] 1 JT [~ T
I R Tle _ _Q],’—slJ (7.17b)
. - AT ¢ ap -
1 ~
_QVJ =T - = Al_j -[—2]'[—A1J (7.17¢)

-

Die Matrizen [So] [Sl]’ [Al] sind die Matrizen [S] und [A]nach
Abschnitt 5.2.3 fiir die Fourierglieder n = 0 bzw. n = 1. Der Vektor
3.\/_\/}?% enthdlt fiir jeden Verschiebungs—Freiheitsgrad in z-Richtung
am Rand die der Hohenkoordinate des zugehdrigen Punktes ent-

sprechende relative Freifeldverschiebung in z-Richtung, die man aus

der L&sung von Gl. (7.12) erhilt. Entsprechend werden die Vektoren
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}J_Fi und 3Y-F2 aus den Freifeldverschiebungen in x- und

y-Richtung nach Abschnitt 7.1 (Gl. (7.3)) aufgebaut.

Der Vektor gf—o,Fi stellt den ersten Anteil der durch die Erdbeben-
wirkung am vertikalen Rand hervorgerufenen Kréfte dar. Der zweite
Anteil entsteht durch die Federungswirkung des Randelements bei
Systemen, bei denen das Verschiebungsfeld mit der x- und y-Koordi-
nate veridnderlich ist. Dabei setzt sich die gesamte Relativver-
schiebung 39-reli am Rand aus den Freifeldverschiebungen und

zusidtzlichen elastischen Verschiebungen zusammen:

ZHFg ' XF% *3‘—”1: +§£e1§ (7.18)

Der Verschiebungsanteil 33{31‘ steht mit den in das Randelement

%Erel

eingeleiteten Kréften in Verbindung, so dafl gilt:

gﬁo,Ri = [E]-ggeli (7.19)

und damit

e sl e] fl f) o

Setzt man nun die beiden Anteile der am vertikalen Rand uber-
tragenen Krafte nach Gl. (7.17) und (7.20) in die Bewegungs-

gleichung (7.75a) ein, so erhdlt man:

(_92 [MHK][R]) " §
s —s - —rel
QZ
= | M e {*u_ + {e + {e r.w
[S]( Xg —g yy —8 g z —g)
+ R* ___u-.e up*
+ E* —P.V Y..F
== r =
+ R*| 1D *} §.] w.* (7.21)
—J —WJ —F

Der Index * bedeutet, dall die Matrizen bzw. Vektoren durch Auf-

fiillen mit Nullen so erweitert werden, daB sie sich auf alle_ Frei-
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heitsgrade des Finite-Element-Systems beziehen. Als
Gleichungssystems  (7.21) erhdilt man die

Lésung des

Relativverschiebungen

Erels' Die  Absolutverschiebungen 335f ergeben sich mit Gl.
(7.14a-c) zu:

o] ol iy fo felsy o
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8. BERECHNUNGSBEISPIELE
8.1 Nachgiebigkeitsfunktionen einer viskoelastischen Schicht

Um eine dreidimensionale Finite-Element-Berechnung mit einer ana-
lytischen L&sung vergleichen =zu konnen, wird der Fall einer
vertikalen Flachenlast auf einer viskoelastischen Schicht untersucht
(Bild 29). Die viskoelastische Schicht ist in horizontaler Richtung
unendlich ausgedehnt und wird in der Tiefe H durch den starren
Halbraum begrenzt. Die Fldchenlast wirkt als Gleichlast auf eine
quadratische Fldche der GréBe 2b x 2b und ist mit der Zeit
harmonisch verdnderlich. Fur dieses System wurde in /32/ die
Lésung durch eine mehrdimensionale Fourier-Transformation
gefunden. Danach lassen sich die Ausdricke fir die Verschiebungen
an der Oberfliche der Schicht als doppelte Integrale darstellen und

numerisch ermitteln.

Draufsicht

belastete Fldche
| sy [ Sp

S
I
—"t
8y b
S1 Q’—*-51+
| :
1 e !
chnift S;-S1 z p-e

=1 =

——Viskoelastische =——— Schubmodul ¢ == H
= Schicht =——— Dichte Q _—

Querdehnzahl v =0,25
Dampfung M = 0,5

T A S A
starrer Halbraum

Bild 29: System zur Ermitielung der Nachgiebigkeitsfunktionen
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Die harmonisch verinderliche Gleichlast

p(t) = pee ot (8.1)

bewirkt im Mittelpunkt der belasteten Fliche die Verschiebung

wo(t) = yo_eiQt ‘ (8.2)

Die Beziehung zwischen der Verschiebungsamplitude v und der

Flachenlast p 148t sich wie folgt angeben:

V_VO = -—G——'(flv - i-fzv)'R (8.3)

Dabei sind flv und f2V dimensionslose GréBen, die von der be-

zogenen Frequenz

a =

Qb
o Vv
s

(8.4)

abhdngen. Sie stellen den Real- bzw. Imagindrteil der dimensionslos

gemachten Nachgiebigkeitsfunktion dar.

Fir die wviskoelastische Schicht gilt das Materialgesetz des visko-
elastischen Stoffes. Zwischen der Schubspannung ¢ und dem Scher-

winkel y besteht dann die Beziehung

s

(1) = (G + G =2 )7 (1) ’ (8.5)
oder
(8.6)
T-G-7
mit dem komplexen SchubmodulE
G =G +i-QG _ (8.7)

Aufgrund des viskosen Stoffansatzes ist der komplexe Schubmodul (im
Gegensatz zum hysteretischen Stoff (Gl. 2.12)) frequenzabhéngig. In

/32/ wird die Dampfung durch den dimensionslosen Beiwert
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\'

4]

(8.8)

OIQ

7 -

ol

beschrieben. Zur Darstellung des viskoelastischen Stoffes durch den
Ansatz einer hysteretischen Dampfung mufB} also die hysteretische
Dampfungskonstante §h frequenzabhdngig eingefithrt werden. Aus dem
Koeffizientenvergleich der beiden Stoffansdtze Gl. (2.12) und (8.7)
und mit Gl. (8.8) und (8.4) erhdlt man:

£, - __g_.a (8.9)

s

N,

. o
Draufsicht // Randelement
7
Belastete //
Flache : —
N=
N i

LN | E

z
ﬁ /p,eim
Ansicht l l l j
ey 1RVS RN ERERE
| X -
) ® ® > @ [ 4
=)
i o @ @ @
= g ] 3 L4 4
o
Q P Y ® @ ] ¢ Randelement
o
ﬂ' € Y [ © [ 2
(=)
:3 @ @ @ 3 J
=)
— W%/ i i e
- 0,5 0,207

Rild 30: Finite-Element-Modell
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Fir das dreidimensionale Finite-Element-Modell genligt die Abbildung
eines Achtels des vollstandigen Systems, da sowohl das System als
auch dié Belastung vier Symmetrieachsen besitzen. Die Finite-
Element—Einteilung mit isoparametrischen Elementen mit quadratischen

Ansatzfunktionen fiir den Fall H/b = 2 ist in Bild 30 dargestellt.

Flir die Berechnungen mit dem Hohenverhdltnis H/b = 1 wird ein
Modell mit den obersten drei Schichten des Modells Abb. 30 ver-
wendet. Das Modell mit dem Héhenverhdltnis H/b = 4 wird aus dem

Modell nach Abb. 30 durch Multiplikation aller z-Koordinaten mit
dem Faktor 2 erhalten. Aufgrund der Symmetrie brauchen beim
Randelement nach Tabelle 6, Zeile S4 lediglich die Fourierterme O,
4, 8, 12, ... berucksichtigt zu werden. Die Berechnungen wurden
fir die Querdehnzahl v = 0,25 und den Dampfungsbeiwert n=0,5
durchgefiihrt.

.Die aus der Finite—Element——Berechnung erhaltenen Verschiebungen im
Schnitt s, - S; (Bild 29) unter der belasteten Fliche sind fur
einige Frequenzen a, in den Bildern 31 bis 33 dargestellt. Aus der
Verschiebung v, des Mittelpunkts der belasteten quadratischen
Fldche lassen sich die Nachgiebigkeitsfunktionen flv und f2v nach
Gl. (8.3) ermitteln. Der Vergleich mit den in /32/ angegebenen
Funktionen zeigt eine gute Ubereinstimmung zwischen der Finite-
Element-L6sung und der analytischen L&sung (Bilder 34-36). Dies
gilt insbesondere fiir die Modelle mit den Hohenverhdltnissen H/b = 1
und H/b = 2. Beim Modell mit H/b = 4 fihrt die Verwendung des
groberen Elementnetzes zu einer geringen Abweichung der Finite-
Element-Lésung von den genaueren analytischen Funktionen, und

zwar insbesondere im Bereich der Resonanziiberhthung.

Bei der Bildung der Steifigkeitsmatrix der Randelements nach GI.

(6.8) wurden bei den Modellen 1 und 3 ausschlieBlich die Fourier—

Glieder n = 0 und n = 4 verwendet. Fir Modell 2 wurden zwei
Berechnungen durchgefiihrt, und zwar fiir n =0 und fur n = 0, 4,
8, 12. Dabei zeigte sich, daB das erste Fourier-Glied mit n = 0

von malgeblichem EinfluB ist und alle weiteren Fourier-Glieder fiir

die Nachgiebigkeitsfunktionen flv und f2v praktisch  vernach-

lassigbar sind.
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a, =0 Go=1 Qp=2
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Bild 33: Verschiebungen im Schnitt SI - SI’ H/b = 4

Zum Vergleich wurden die Finite-Element-Modelle ohne Randelement
berechnet. Die Ergebnisse sind ebenfalls in den Bildern 34-36
dargestellt. Danach nimmt der EinfluB des Randelements mit dem
Verhdltnis H/b zu. Wihrend bei der sehr flachen Schicht mit
H/b = 1 die mit und ohne Randelement ermittelten Nachgiebigkeits~
funktionen sich praktisch nicht unterschieden, fiihrt die Vernach-
lissigung des EinfluBes des Randes beim Hohenverhdltnis H/b - 4 zu
vGllig anderen Funktionen (Bilder 35 und 36). Auch die naherungs-
weise Verwendung von Dampfern nach /17/ als Randelemente kann
hierbei nur beschriankt zu einer Verbesserung fithren, da beispiels-
weise die Werte fiir die Frequenz a, = 0 davon unbeeinfluBt bleiben.
Die Verwendung konsistenter Randelement ist daher fiir das unter-
suchte Baugrundmodell im Frequenzbereich O<ao<2 bei Hohen-
verhdltnissen H/b> 1,5 erforderlich.




115

AZ, AT

T J usuolpjungsitaddigatdydeN :G¢ plig
% oz St ol S0 0
- | | 1 ! 0
i ] i 1 1
~ 4
e
Ve
Zz
L g \
~ 4
~— 2 110

I N

udjuaWalapuUDY N
e o — o = -

Bjuawa)apudy 3uyo >~u

Bunson ayasiAloun ¥

— P— m—
~

[ ot
Op ‘7= , : y
-} =
N

U3 UAWIIIPUDY hw

- o e ] e o e el
m?.wEw—wﬂcom aunjo

—_—r— —— A hu

Bunsoy aydsnijoun ¥

——

Ay My wauondungsitexBigatSyceN :vE Pl

uajudwajepudy W

- — o o ——
ajusawalapudy suyo

—-_— — --—
Bunsgn ayasnhiouo

-

% gz gl 01 §0

4-z0

Az

udjuawalapudy W

—_— - —— — - ————a—
3juswalapuoy auyo

[ A — e
Bunsgl ayssniious

>J.




116

uajusWajapuny }w
—— — —_— —  —— —

aluawalepuny auyo
- —_—— ——

Bunsgq ayosiyAioun

e

— — —
< =

———— e
_———

A
N..ﬂ AT

§ usuolunys1tex81qa1SyseN :9¢ plig

u3jUBWaIapUDY pw

—_— - — — e —— — o —

3juswalapuby auyo
——

——

Bunsgq ayosyAjoun

|

~£0

~S0
Al




117
8.2 Erdbebenberechnung eines eingebetteten Bauwerks
8.2.1 Allgemeine Systemeigenschaften

Fiir ein im Kernkraftwerksbau typisches Anlagengebdude soll der
EinfluB der Modellabbildung auf die Ubertragungsfunktionen im Last-
fall Erdbeben untersucht werden. Es handelt sich um ein Geb&dude
mit einer rechteckigen Grundfldache von 30 x 60 m, einer HOhe von
20 m und einer Wandstirke von 2 m, das unter Vernachldssigung
von Offnungen als kastenfdrmiges Bauwerk angesehen werden kann.
Das Bauwerk ist bis zuleiner. Tiefe* von 15 m in der Boden
eingebettet. Der Baugrund besteht aus einer homogenen Schicht, die
in einer Tiefe von 45 m durch eine als starr angenommene Schicht
begrenzt wird (Bild 37).

Draufsicht
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Abmessungen in [m]

Schnitt 1-1
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A 2
T ox N
e 2 Bodenschicht
M TR
¥ == ________J'J %2
Vs = 300 2
L5
Massenbelegung : 2.5 KNg? e = 1.8 g
m m
- 5%
TP 7 ARSI IS LSSl TSI
Uy Starre Schicht
w23
Erdbebenerregung

Bild 37: Eingebettetes Anlagengebdude
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Fir das Bauwerk werden folgende Baustoffkennwerte angesetzt:

Stahlbeton B 25 mit
Elastizitdtsmodul E, = 3 -107  kN/m?
Querdehnzahl VY =
Baustoffdimpfung §h = 5%

Dichte 0= 2,5 —_ ¢

Als baugrunddynamische Kennwerte fiir den in der homogenen Schicht

anstehenden Boden werden zugrunde gelegt:

Scherwellengeschwindigkeit V'S = 300 m/s
Querdehnzahl = 0,3 '
Hysteretisches DampfungsmaR §h = 5%

Dichte 0= 1,8 &,52
m4

Die Fundamentplatte ist zur Berticksichtigung von Einbauten mit
kN 52
3

m

einer iiber die Fliche gleichmédBig verteilten Masse von 2,5

belegt.

8.2.2 Modellabbildungen
8.2.2.1 Allgemeines

Die dynamische Berechnung von Bauwerken erfordert zundchst die
Abbildung des Gebdudes auf ein mechanisches Modell. Dabei stehen
bei Bauwerken, bei denen die Boden-Bauwerk—Wechselwirkung von
mafigeblichem EinfluB auf das Schwingungsverhalten ist, zwei Arten

der Modellabbildung im Vordergrund:

1. Boden und \Bauwerk werden vereinfacht durch ein zweidimen-
sionales Finite-Element-Modell abgebildet. Das Bauwerk kann
dabei entweder als zweidimensionales Scheibenmodell oder als

Stabwerk dargestellt werden. Der Rand des Elementnetzes mufl im
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Boden entweder hinreichend weit vom interessierenden Baugrund-
bereich, d.h. vom 2zu untersuchenden Bauwerk entfernt sein oder
es miissen konsistente zweidimensionale Randelemente verwendet

werden.

2. Boden wund Bauwerk werden in zwei getrennten Modellen unter-
sucht. Das Bauwerk kann hierbei als Stabwerk oder als Finite-
Element-Modell abgebildet werden. Die Kopplung des Baugrunds
an das Bauwerk erfolgt durch frequenzabhidngige Federn und
Dampfer, die sogenannten Impedanzfunktionen des Fundaments.
Diese ko&nnen entweder aus analytischen Ldsungen oder aus einer
Finite-Element-L8sung gewonnen werden. Um den Boden durch
Federn und Dadmpfer abbilden zu kénnen, muBl man voraussetzen,
dafl sich der im Boden eingebettete Teil des Bauwerks als starrer
Korper verhdlt. Dies kann bei den steifen Bauwerken des Kern-
kraftwerksbaus sowie bei ublichen Hochbauten mit gut aus-
gesteiften Kellergeschossen nahezu immer angenommen werden. Die
Federn wund D&mpfer kénnen nach analytischen oder numerischen
Verfahren ermittelt werden und sind insbesondere bei einge-
betteten Bauwerken und geschichteten B&den fast ausschlieBlich
flir kreisformige Fundamente bekannt. Bei Bauwerken mit nicht-
rotationssymmetrischen Fundamenten fithrt man fur jeden Frei-
heitsgrad der Fundamentverdrehung und -verschiebung einen
Ersatzradius ein. Dieser wird so ermittelt, dafB3 fiir die Transla-
tions-Freiheitsgrade die Fldche und fiir die Rotations-Freiheits-
grade die Fldchentrdgheitsmomente des tatsdchlichen Fundaments

und des kreisférmigen Ersatzfundaments gleich sind.

Sowohl die Berechnung mit einem zweidimensionalen Modell als auch
die Abbildung des Baugrundes durch an rotationssymmetrischen
Modellen ermittelte Federn erfordern bei nicht rotationssymmetrischen
Gebduden Vereinfachungen bei der Modellabbildung. Im allgemeinen
ist die Berechnung mit Feder-Dadmpfer-Modellen vorzuziehen, da hier-
bei dreidimensionale Einflifle erfaflit werden und der Rechenaufwand
gegeniiber einer zweidimensionalen Finite-Element-Berechnung

erheblich geringer ist.
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Bei dreidimensionalen Finite-Element-Modellen sind Vereinfachungen,
wie sie die Abbildung durch ein zweidimensionales ebenes oder
rotationssymmetrisches Modell darstellen, nicht erforderlich. Jedoch
ist der Rechenaufwand mit den heutigen Rechenanlagen auch bei Ver-
wendung eines Randelementes erheblich. Fir routinem&dfige Be-
rechnungen kommen derartige Modelle zur Zeit daher nicht in
Betracht. Sie erm'dglichen aber anhand von Fallstudien den Einfluf
der bei Niherungsverfahren getroffenen Annahmen abzuschitzen. Ein
derartiger Vergleich wird im Folgenden fiir das in Abschnitt 8.2.1

beschriebene Bauwerk durchgefiihrt.

8.2.2.2 Untersuchte Modellabbildungen

Das in Bild 37 dargestellte Bauwerk wird vergleichsweise mit zwei
verschiedenen Modellabbildungen untersucht. Bei der genaueren
Berechnung werden Boden und Bauwerk als dreidimensionales Finite-
Element-Modell abgebildet (Bild 38). Als vereinfachtes Modell wird
ein Stabmodell verwendet (Bild 43). Dazu werden das Bauwerk als
Stab und der Baugrund durch Federn und Dampfer, die an einem
rotationssymmetrischen Bodenmodell ermittelt werden, abgebildet. Bei
dieser Modellabbildung wird vorausgesetzt, dafl sich das Bauwerk
wie ein Stab mit Biege- und Schubsteifigkeit verformt und dag die
vereinfachte Abbildung des rechteckigen und biegeweichen
Fundaments als kreisférmiger und starrer Kdrper naherungsweise

zuldssig ist.

Um den EinfluB der Elementdiskretisierung zu untersuchen, werden
die Berechnungen fiir die dreidimensionale Modellabbildung, mit zwei
nicht—rotationssymmetrischen Modellen (Modelle 1 und 2, Bilder 38
und 40) durchgefiihrt. Zur Berechnung der Bodenfedern werden
vergleichsweise drei rotationssymmetrische Modelle verwendet (Modelle
1, 2, 3 ; Bilder 44~46).
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8.2.2.3 Erdbebenerregung des Systems

Die Schwingungsanregung des Systems greift in der starren Boden-
schicht an, die beim Finite-Element-Modell die wuntere Begrenzung
des Systems bildet. Beim Finite-~Element-Modell stellt dies eine
FuBlpunktserregung des Systems nach Abschnitt 7.2 dar. Um auch
beim Stabmodell den Angriff der Erregung in der starren Schicht zu
beriicksichtigen, mufB} zunichst die an den Bodenfedern angreifende

Freifeldbewegung bestimmt werden.
Dies fiihrt zu einem Vorgehen in drei Schritten /36/:

1. Die Fundamentbewegung infolge der seismischen Erregung ist
zundchst filr ein masseloses Bauwerk 2zu ermitteln (kinematische
Wechselwirkung). Bei einem rotationssymmetrischen eingebetteten
starren Fundament wird die Bewegung des Fundaments bei
horizontaler Erregung durch eine horizontale Verschiebung wund
einen Drehwinkel fiir Kippen wum eine horizontale Achse be-
schrieben. Die Verschiebungsgréflien hidngen bei Berechnungen im

Frequenzbereich von der Erregerfrequenz £ ab.

2. Die frequenzabhdngigen Bodenfedern und -ddmpfer sind fiir die

interessierenden Freiheitsgrade zu bestimmen.

3. Mit den in 2. ermittelten Bodenfedern und -ddmpfern und der in
1. ermittelten Erregung ist die Antwortschwingung des Bauwerks

zu berechnen.

In /36/ wird gezeigt, dafl diese Vorgehensweise, abgesehen von
Abweichungen infolge unterschiedlicher numerischer Verfahren, zu den
gleichen Ergebnissen fithrt wie die Berechnung des gesamten Modells

in einem einzigen Schritt (Finite-Element-Modell).

Die Erdbebenerregung ist im allgemeinen nicht an der als starr
angenommenen unteren Begrenzung des Modells bekannt, sondern an
einer von den Bauwerksschwingungen nicht beeinfluf3iten Stelle der

freien Oberfldche, dem sogenannten Freifeld. Um auch in diesem Fall
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das in Abschnitt 7.2 angegebene Berechnungsverfahren bei Erdbeben-
erregung des Systems anwenden zu konnen, mufB die Beziehung
zwischen der Verschiebung Upp der freien Oberfliche und der
Verschiebung P—g der starren Schicht bekannt sein. Nimmt man an,
daf} die Schwingungserregung im Freifeld durch vertikal
propagierende Scherwellen erfolgt, so 14Bt sich diese Beziehung fir
einen beliebig'geschichteten Boden nach Abschnitt 7.1 ermitteln. Fiir

eine homogene Bodenschicht erhilt man sie etwa aus Gl. (7.4) mit

T =0, P—relF = 0 zu:
UFF _ ZrelFo? Eg _ 1 (8.10)
u - u " cos x-h :
wobei h = h_ die Hohe der Schicht bedeutet und % nach GI. (7.5a)

s
bestimmt wird. Damit 148t sich nun jede auf die wuntere starre

Schicht bezogene Ubertragung sfunktion

(8.11a)
£ —u
—ug "~ u

als auf die freie Oberfldche im Freifeld bezogene Ubertragungs—

funktion
. f e
f = = —= (8.11b)
—uF upp (EFF>
u
—g

ausdriicken. Fiir eine homogene viskoelastische Schicht erhdlt man:
qu = iug-coszh (8.11c)

8.2.3 Dreidimensionales Finite—Eleme_nt—Modell

Das zu untersuchende Bauwerk wird mit dem Boden der visko-

elastischen Schicht in einem dreidimensionalen Finite-Element-Modell

abgebildet. Da Bauwerk und Baugrundmodell zwei Symmetrieachsen
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besitzen, kann die Berechnung unter Ausnutzung der Symmetrie-
bedingungen mit einem Viertel des gesamten Systems durchgefiihrt
werden. Das Finite-Element-Modell ist in den Bildern 38 wund 39
dargestellt. Fir das Bauwerk werden kombinierte Scheiben- und
Plattenelemente verwendet, der Boden wird durch dreidimensionale
isoparametrische Elemente mit quadratischen Ansatzfunktionen abge-

bildet.

Draufsicht
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Bild 38: Dreidimensionales Finite-Element-Modell {(Modell 1)
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Bild 39: Dreidimensionales Finite-Element-Modell (Modell 1)
- Ansicht

Die GroBe der Elemente muB bei dynamischen Baugrundberechnungen
so gewdhlt werden, daB das Verschiebu;lgsfeld elastischer Wellen
dargestellt werden kann. Bei linearen Ansatzfunktionen fiir die
Verschiebungen innerhalb eines Elements werden dazu die Element-
abmessungen zwischen einem Viertel und einem Achtel der kleinsten
interessierenden Wellenldnge angesetzt /3/. Die Abmessungen von
Elementen mit quadratischer Ansatzfunktion kdnnen aufgrund der
hdheren Ordnung der Ansatzfunktion entsprechend groBler, etwa
zwischen der Hilfte und einem Viertel der kleinsten Wellenldange

gewdhlt werden.

Fir Scherwellen ist die kleinste Wellenldnge lmin
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wobei fmax die grofite noch zu ibertragende Frequenz ist. Fiir das
in Bild 39 dargestellte Finite-Element-Modell kann man damit bei
einer maximalen Elementabmessung von 12,5 m einen zuldssigen

Frequenzbereich von 6 bis 12 Hz abschédtzen.

Fir die meisten Beschleunigungs-Zeitverldaufe von Erdbeben liegen
die maflgeblichen Frequenzen 1im Bereich von 0 bis 10 Hz. Die
Berechnungen wurden daher bis zu einer maximalen Frequenz von
12 Hz durchgefiihrt. Im Frequenzbereich von 12 bis 30 Hz wurde ein
linearer Verlauf der Ubertragungsfunktionen bis zum Wert 0 bei

30 Hz angenommen.

Um den EinfluB der Elementeinteilung auf die Schwingungsantwort
des Systems zu uberpriifen, wird ein zweites Finite-Element-Modell
mit einer groberen Elementeinteilung untersucht. Dabei wird der
Boden unterhalb des Bauwerks mit nur zwei Schichten Finiter
Elemente abgebildet und das Bauwerk selbst als Stab dargestellt
(Modell 2, Bild 40).

Am Rand des zylinderformigen Baugrundausschnittes ist ein
konsistentes Randelement fiir nicht rotationssymmetrische Systeme
nach Abschnitt 5.2 angeordnet. Die Steifigkeitsmatrix des Rand-
elementes wird aufgrund der Symmetriebedingungen fiir ein Viertel
des gesamten Randes aufgestellt. Dabei geniligen =zur vollstdndigen
Beschreibung der Verschiebungen nach Tabelle 6, Zeile 53 die
ungeraden Fourierterme der Winkelfunktionen, die ein zur x-Achse
symmetrisches Verschiebungsfeld beschreiben. Beim Aufstellen der
Steifigkeitsmatrix werden die Terme nsym = 1, 3, 5 beriicksichtigt.

Die Erdbebenerregung greift in der unteren starren Schicht an. Fir
die freie Oberfldche der elastischen Bodenschicht erh&lt man nach
Abschnitt 7.1 im Freifeld die in Bild 41 wund 42 dargestellt

Ubertragungsfunktion.

Jeder Knotenpunkt des Modells besitzt drei Verschiebungs-Freiheits-
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grade. Diejenigen Knotenpunkte, die mit den Plattenelementen ver-
bunden sind, haben dariiber hinaus noch 3 Verdrehungs-Freiheits-
grade.  Bei allen Punkten auf den Symmetrieachsen wurden die zur
Beriicksichtigung der Symmetriebedingungen notwendigen Freiheits-

grade festgehalten.

Dies fithrt zu einem Gleichungssystem mit 1066 Unbekannten und

einer Bandbreite von 615. Die Bandbreite wurde nicht optimiert.

8.2.4 Stabmodell

Die Abbildung des Anlagengebdudes auf ein Stabmodell erfolgt mit
biege- und schubsteifen Balkenelementen. Uber Federn und Déampfer,
die im statischen Steifigkeitsschwerpunkt der Griindung angreifen,
ist das Bauwerk an den Baugrund gekoppelt (Bild 43). Fiir die
Deckenplatte und die Fundamentplatte werden jeweils eine
Translations- und Rotationsmasse eingefiithrt. Dabei wird bei der
Fundamentplatte auch die gleichmaBige Massenbelegung fiir die Ein-

bauten beriicksichtigt.

8.2.5 Erdbebenerregung, Baugrundfederung und -dampfung beim
Stabmodell |

Die Erdbebenerregung sowie die Baugrundfedern und -dampfer fiir
das Stabmodell werden an einem kreisformigen Fundament ermittelt.
Fir das untersuchte Rechteckfundament erhdlt man in den einzelnen

Freiheitsgraden folgende Ersatzradien:

Translation r = 23,94 m
Kippen um die x-Achse r = 20,34 m
Kippen um die y-Achse r = 28,80 m

Die Berechnungen werden an einem rotationssymmetrischen Finite-
Element-Modell mit der in Bild 45 dargestellten Elementeinteilung
aus Elementen mit quadratischer Ansatzfunktion und einem Rand-

element nach /2/ durchgefiihrt. Die notwendige Elementgrofe kann



129

dabei wie beim nicht-rotationssymmetrischen Modell festgelegt werden
(siehe Abschnitt 8.2.3). Um den EinfluB der Elementeinteilung
nochmals zu iiberpriifen, wurden fiir die Berechnungen der Horizontal-
feder sowie der Feder fiir Kippen um die y-Achse drei unter-

schiedliche Modellabbildungen (Bilder 44 bis 46) verwendet.

Im ersten Schritt werden die Verschiebung und Verdrehung eines
masselosen Fundaments bei Erregung des Systems an der starren
unteren Begrenzung ermittelt. Die Ersatzradien wurden aufgrund der
jeweils angeregten Kippbewegungen bei Erregung in x-Richtung zu
r = 28,8 m und bei Erregung in y-Richtung zu r = 20,34 m gewdhlt.
In den Bildern 47 bis 50 sind die Betrdige und Phasenwinkel der
Verschiebung und Verdrehung bezogen auf den statischen Steifigkeits-
schwerpunkt (s.u.) bei einer FuBpunktsverschiebung des Systems mit
u_ = 1 fiir Erdbebenerregung des Systems in y-Richtung dargestellt.

Die Resonanzspitzen der Verschiebung liegen bei den Eigenfrequenzen

der 45 m hohen Schicht, die man nach Gl. (7.9) zu

f1 = 1,67 Hz
f2 = 5,00 Hz
f3 = 8,33 HZ

erhdlt. Die so ermittelten Verschiebungen u, und Verdrehungen @,

werden als FuBpunktserregung am Stabwerk angesetzt (Bild 43).

Die frequenzabhingigen Bodenfedern und -démpfer werden ebenfalls
an dem in Bild 45 dargestellten Finite-Element-Modell ermittelt,
wobei fiir die Berechnungen in den einzelnen Freiheitsgraden die

jeweils zugehorigen Ersatzradien des Fundaments eingesetzt werden.

Die Beziehung =zwischen der auf die Fundamentsohle bezogenen
Horizontalkraft Es’ dem Kippmoment Msvund den zugehérigen Ver-
schiebungsgréfen 148t sich allgemein schreiben zu:

H k k u
—S — XX —Xq) _—

Ms | Kox Koo st (8.12)
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Bild 47: Erdbebenerregung des Stabmodells

- Betrag der horizontalen Verschiebung in y-Richtung
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Bild 48: Erdbebenerregung des Stabmodells

~ Phasenwinkel der horizontalen Verschiebung in y-Richtung
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Bild 50: Erdbebenerregung des Stabmodells

~ Phasenwinkel des Drehwinkels um die x-Achse
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Darin sind l(—xx’ -k-ngD’ Kx(p und E(px komplexe GréBen. Ihr Realteil
entspricht der reellen Federkonstante, ihr Imagindrteil der mit der

Kreisfrequenz multiplizierten Dampferkonstante.

Die Matrix in Gl. (8.12) muB symmetrisch sein, d.h. es muB. gelten
Eq)x = EX@ (was fiir Q = 0 direkt aus dem Maxwellschen Satz folgt).
Da beim Rechteckfundament die "Horizontalfeder" Exx und die "Kipp-
feder" _lgq)q) ersatzweise an rotationssymmetrischen Bodenmodellen mit
unterschiedlichen Radien ermittelt werden, sind die erhaltenen
Kopi)lungsterme _1_<_x und k x wegen der Anndherung des rechteckigen
Fundaments durch zwei Kreisfundamente mit unterschiedlichen Ersatz-
radien nicht gleich. Andererseits ist der Einfluf der Kopplungsterme
im allgemeinen gering, so daB - um eine symmetrischen Matrix zu
erhalten - beispielsweise mit dem Mittelwert aus beiden Werten als

Kopplungsterm weitergerechnet werden kann.

Im statischen Fall lassen sich der Verschiebungs~ und der Ver-
drehungsfreiheitsgrad vollstdndig entkoppeln, wenn man den Bezugs-—
punkt in den statischen Steifigkeitsschwerpunkt legt. Dieser liegt in
der Hohe

. g
—o ko (8.13)
Uber der Fundamentsohle. Die auf den Steifigkeitsschwerpunkt

bezogene Beziehung zwischen Kraft- und WeggroBen lautet dann /38/:

B-o -}Exo 0 25
M 0 5@0 [ (8.14)
mit
Exo = 5xx (8.14a)
K
~po = EQDQD Tk

=xX : (8.14b)
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Bei Frequenzen, die wungleich Null sind, wird Eo nach Gl. (8.12)
komplex. Im allgemeinen  beriicksichtigt man bei praktischen
Berechnungen nur den Realteil wvon ho und erreicht damit die

Entkopplung von Horizontal- und Kippfeder.

Fiir das untersuchte Fundament sind die nach Gl. (8.14a) und
(8.14b) ermittelten komplexen Horizontal- und Kippfedern in den
Bildern 51 bis 56 dargestellt. Da mit einem kreisfédrmigen Ersatz-
fundament gerechnet wurde, sind die Impedanzfunktionen fiir hori-
zontale Verschiebungen in x- und y-Richtung gleich, wé&hrend sich
wegen der unterschiedlichen Fldchentrdgheitsmomente des Fundaments
um die x- und y-Achse fiir die Kippfreiheitsgrade unterschiedliche

Funktionen ergeben.

Die Horizontalfeder sowie die Kippfeder um die y-Achse wurden
zusdtzlich mit dem gréberen und feineren Elementnetz der Modelle 1
und 3 (Bilder 44 und 46) berechnet. Die damit erhaltenen komplexen
Federn l(-xo und Emo sind ebenfalls in den Bildern 51 bis 54
dargestellt. Auch bei dem verhdlinismdflig groben Modell 1 nach
Bild 44 ist die Ubereinstimmung mit dem verwendeten Modell 2 bis
zu Frequenzen von f=x9 Hz gut. Bei Modell 3 mit der verhédlinis-
midfRig feinen Elementeinteilung reicht die Ubereinstimmung tiiber den
gesamten untersuchten Frequenzbereich bis ca. 15 Hz. Die Element-
diskretisierung des den weiteren Berechnungen zugrundeliegenden

Modells 2 ist daher im gesamten Frequenzbereich hinreichend genau.

In den Bildern 57 und 58 sind die Real- und Imagindrteile von H
bezogen auf die Einbettungstiefe E = 15 m aufgetragen. Die Lage
des statischen Steifigkeitsschwerpunktes ergibt sich danach sowohl
fir Kippen um die x- als auch um die y-Achse bei H/E = 0,28.
Diese Lage des Steifigkeitsschwerpunktes wurde nédherungsweise flr
alle Frequenzen beibehalten. Die N&dherung ist im Bereich bis zu
5 Hz gut geeignet. Bei hdheren Frequenzen weisen die Funktionen
H/E Schwankungen auf, so daB eine Entkopplung der Horizontal- und
Kippfeder auch bei Bezug auf den statischen Steifigkeitsschwerpunkt
nicht gegeben ist. Niherungsweise konnen diese Schwankungen jedoch
vernachldssigt werden, da die Kopplungsterme im allgemeinen nur

?
geringen Einflufl haben.
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Bild 57: Verhdltnis H/E bei Erdbebenanregung in x—-Richtung
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8.2.6 Ubertragungsfunktionen
8.2.6.1 Allgemeines

Zur Beurteilung des dynamischen Verhaltens der Modelle werden ihre
Ubertragungsfunktionen, d.h. ihre Antwortschwingungen bei
harmonischer Erregung, in Abhdngigkeit von der Erregerfrequenz
f :7%_—6- untersucht. Sie sind fir den Vergleich des Schwingungs-—
verhaltens beider Modelle besser geeignet als beispielsweise Zeit-
verlaufsberechnungen, da sie nur von den untersuchten Systemen
und der Art der Erregung, nicht aber vom Frequenzgehalt der

Erregerfunktion abhingen.

Die Ubertragungsfunktionen werden fiir die Verschiebungen und Ver-
drehungen der Decke und Bodenplatte aufgestellt. Beim Finite-
Element-Modell werden als Bezugspunkte zur Beschreibung des
globalen Verhaltens von Decke und Bodenplatte die Mittelpunkte der
jeweils angrenzenden Wandscheiben ausgewdhlt (Punkte 1 bis 4, Bild
39). Die Drehwinkel werden durch Division der Vertikal-
verschiebungen in den Eckpunkten (Punkte 5, 6, Bild 39) durch den
Abstand des Eckpunktes zur x- bzw. y—-Achse bestimmt. Beim Stab-
modell sind die globalen Verschiebungen wund Verdrehungen von
Decke und Bodenplatte durch die Verschiebungen und Verdrehungen

der Knotenpunkte 1 und 7 (in Bild 43) unmittelbar gegeben.

8.2.6.2 Ubertragungsfunktionen der dreidimensionalen Finite-Element-
Modelle

Umn den EinfluB der Elementdiskretisierung zu priifen, wurden Uber-
tragungsfunktionen fiir die beiden in Bild 38 und 40 dargestellten
dreidimensionalen Finite-Element-Modelle bestimmt. Als Belastung
wurde eine in Deckenmitte angreifende Einzellast Bx =1 [kN] in
x-Richtung (Lastfall 1) und eine FuBlpunktserregung in der starren
unteren Schicht angenommen (Lastfall 2). Im ersten Lastfall wird
das Schwingungsverhalten des Systems maflgeblich von der Boden-
Bauwerk-Wechselwirkung bestimmt, wahrend im zweiten Fall der

Einflufl der Schwingungsiibertragung durch die elastische Boden-
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schicht hinzukommt.

Die fiir die Decke des Bauwerks berechneten Verschiebungen 1in
x-Richtung wund Verdrehungen um die y-Achse sind, ausgedriickt
durch Betrag und Phasenwinkel, in den Bildern 59 bis 64 zusammen-—
gestellt. Die horizontalen Verschiebungen weisen bei Belastung mit
einer Einzellast eine deutliche Resonanzspitze bei ca. 1,6 Hz auf.
Im Lastfall Erdbebenerregung wird das Ubertragungsverhalten der
elastischen Schicht fiir die Horizontalverschiebungen bestimmend. Die
Resonanzspitzen liegen hier bei den Eigenfrequenzen der elastischen
Schicht. Im Frequenzbereich von O bis 5 Hz sind die Unterschiede
der fiir beide Modelle erhaltenen Ubertragungsfunktionen der
Horizontalverschiebungen gering. Das vereinfachte Modell 2 verhilt
sich '"steifer" als Modell 1, und hat eine geringere statische

Verschiebung.

Die Drehwinkel stimmen bei Belastung durch die Einzelkraft
PX =1 [kN] in beiden Modellen im Bereich von 0 bis 2,5 Hz gut
iiberein. Jedoch wird die Kippschwingung bei 3 Hz von dem ver-
einfachten Modell nicht wiedergegeben. Bei Erdbebenerregung sind
die Unterschiede zwischen beiden Modellabbildungen beim Drehwinkel
verhdltnismiBig groBR. Hier wird die Kippschwingung bei 1,6 Hz vom
vereinfachten Modell {iiberschitzt, wéahrend die Kippschwingung bei
5 Hz nicht wiedergegeben wird. Das vereinfachte Modell ist daher
zur Berechnung von Drehwinkeln nicht geeignet. Zur Ermittlung von
Horizontalverschiebungen 1im Frequenzbereich von 0 bis ~ 6 Hz ist

jedoch auch das vereinfachte Modell geniigend genau.

8.2.6.3 Ubertragungsfunktionen des Stabmodells

Zum Vergleich des Stabmodells mit dem dreidimensionalen Finite-
Element-Modell wird der Fall einer FuBpunktserregung in der starren
unteren Schicht wuntersucht. Die Ubertragungsfunktionen werden
sowohl auf die Horizontalverschiebung u =1 m%J des starren Grund-

gebirges als auch auf die Horizontalverschiebung Upp = 1 [m] im

Freifeld bezogen.
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Bild 59: Ubertragungsfunktion der Horizontalverschiebung der Decke

bei einer Einzelkraft Bx = 1 |kN] in Deckenmitte
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Bild 60: Ubertragungsfunkti‘on der Horizontalverschiebung der Decke
bei einer Einzelkraft _I_D_X = 1 {kN| in Deckenmitte

~ Phasenwinkel
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Bild 61: Ubertragungsfunktion des Drehwinkels der Decke bei einer

Einzelkraft PX =1 [kN} in Deckenmitte - Betrag
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Bild 62: Ubertragungsfunktion des Drehwinkels der Decke bei einer
Einzelkraft P = 1 [kN] in Deckenmitte - Phasenwinkel
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Bild 64: Ubertragungsfunktion des Drehwinkels der Decke bei Erd-

bebenerregung Eq=1 kN in der starren Schicht in
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Bild 65: Ubertragungsfunktion der Horizontalverschiebung der Decke
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Bild 67: Ubertragungsfunktion des Drehwinkels der Decke bei
Erdbebenerregung Eg =1 [kN] in der starren Schicht in
x-Richtung - Betrag
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Bild 68: Ubertragungsfunktion der Drehwinkels der Decke bei
Erdbebenerregung Eg =1 [kN] in der starren Schicht in

x-Richtung - Phasenwinkel
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Bild 69: Ubertragungsfunktion der Horizontalverschiebung der Boden-
platte bei Erdbebenerregung P—g = 1 | kN in der starren

Schicht in x-Richtung - Betrag
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Bild 70: Ubertragungsfunktion der Horizontalverschiebung der Decke

bei Erdbebenerregung _ng =1 |kN| in der starren Schicht
in y-Richtung - Betrag
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In den Bildern 65 bis 72 sind die Ubertragungsfunktionen beider
Modelle fiir eine Verschiebung der starren Schicht mit P—g =1
dargestellt. Aus dem Verlauf der Horizontalverschiebungen von Boden-
platte und Decke des Bauwerks ist ersichtlich, daf3l diese wesentlich
vom Ubertragungsverhalten der elastischen Bodenschicht bestimmt
werden. Die Verschiebungen des Bauwerks liegen jedoch unter den-

jenigen im Freifeld.

Im Bereich der ersten Eigenfrequenzen ist eine sehr gute Uberein-
stimmung zwischen beiden Modellen festzustellen, wahrend bei der
zweiten Eigenfrequenz in den Verschiebungen der Decke Abweichungen
in der Hohe der Resonanzspitze auftreten. Bei Frequenzen >~ 8 Hz
werden die Unterschiede verhdlinismdflig groB. Jedoch sind die
Amplituden der Verschiebungen in diesem Frequenzbereich sehr klein

gegeniiber denjenigen im Bereich der ersten beiden Eigenfrequenzen.

Bei den Drehwinkeln ist die Ubereinstimmung in beiden Modellen
weniger gut als bei den Verschiebungen. Jedoch werden die Resonanz-
spitzen fur Kippschwingungen bei ~5 Hz sowie bis zu Frequenzen
von ~6 Hz der charakteristische Verlauf in beiden Modellen gleich

wiedergegeben.

Die auf die Freifeldverschiebung bezogenen Verschiebungen der Boden-
platte und der Decke sind in den Bildern 73 bis 78 dargestellt. Bei
niedrigen Frequenzen sind die Verschiebungen von Bauwerk und
Boden im Freifeld gleich. Mit =zunehmender Frequenz nehmen die
Bauwerksverschiebungen ab, d.h. das Bauwerk setzt den Boden-

verschiebungen einen Widerstand entgegen.

Die U'bereinstimmul"lg der Ubertragungsfunktionen von Stabmodell und
Finite-Element-Modell ist bis ca. 5 Hz als gut anzusehen. Bei
hoheren Frequenzen werden die Unterschiede zwischen den auf die
starre Schicht bezogenen Ubertragungsfunktionen groBer (Bilder 63,
65), was zu verh&dlitnismidfBig groBen Abweichungen bei den nach GI.

(8.11b) auf das Freifeld bezogenen Verschiebungen fihrt. In diesem
Frequenzbereich nimmt jedoch auch die durch die Elementeinteilung
bedingte numerische Genauigkeit beim Finite-Element-Modell ab,

wahrend beim Stabmodell die Vernachlassigung der Kopplungsterme
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von EinfluB werden kann. Die Abweichungen in diesem Frequenz-
bereich lassen sich daher nicht eindeutig auf ein unterschiedliches
Verhalten der vereinfachten Modellabbildung (Bauwerk als Stab,
Boden rotationssymmetrisch) zuriickfithren. Im niederfrequenten
Bereich ist die fiur praktische Berechnungen gute Ubereinstimmung
der mit beiden Modellabbildungen erhaltenen Ubertragungsfunktionen

festzustellen.

8.2.7 Zeitverlaufsberechnungen

Ist die Schwingungsanregung in Form eines bestimmten Zeitverlaufs
der Erregerfunktion gegeben, so kann man die Antwortschwingung
mit Hilfe der Ubertragungsfunktion bestimmen. Dazu fithrt man eine
Fourier-Analyse der Erregerfunktion nach Gl. (2.3a,b) durch und
ermittelt mit der Ubertragungsfunktion der untersuchten Grdfle deren
Fouriertransformierte fiir die gegebene Erregungsfunktion. Den Zeit-
verlauf der untersuchten GréBe findet man durch Riicktransformation

in den Zeitbereich nach Gl. (2.1).

Die Fouriertransformation nach Gl. (2.3a,b) wird néherungsweise mit
der diskreten Fouriertransformation durchgefithrt. Die zugrunde-
gelegte Periode To betriagt 10.24 s, die Anzahl der Stutzstellen im
Zeitbereich ist 2048. Damit ist der Stiitzstellenabstand auf der

Frequenzachse gegeben zu

1 -
At = 15777 [S ]

Fiir die diskrete Fouriertransformation wird der Fast Fourier

Algorithmus verwendet /39/.

Die Zeitverlaufsberechnungen werden mit Beschleunigungszeitverldufen
durchgefithrt. Da das Verhédltnis der Fourier-transformierten Ver-

schiebungen und Beschleunigungen gleich ist, d.h.

2
g 2y
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u

a
=T 2
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gilt, konnen die Ubertragungsfunktionen auch fiir Beschleunigungen
angewandt werden. Als Ergebnis erhdlt man nach der Riicktrans-

formation den Zeitverlauf der Antwortbeschleunigung.

Fir die Zeitverlaufberechnungen werden die gemessenen  Be-
schleunigungs-Zeitverliufen der beiden folgenden kalifornischen

Beben verwendet:

- Hollister, Northern California vom 9.3.1949, SO1W und N89W
Komponenten (NC-SO1W, NC-N89W)

~ Helena, Montana vom 31.10.1935, EOOW wund NOOS Komponenten
(HE-EOOW, HE-NOQS)

In den Bildern 79 bis 86 sind die Beschleunigungs-Zeitverliufe
sowie die Amplitudenspekiren (in der Darstellung IX(.Q)I nach GI.
(2.4)) der Fourier-transformierten Beschleunigungsverldufe der ver-
wendeten Beben dargestellt. Man erkennt, dafl die mafligeblichen
Frequenzen im Bereich von 1-10 Hz und damit im Giiltigkeitsbereich

der Modellabbildung liegen.

Fir die Erdbebenuntersuchungen wird der Fall einer auf das Frei-
feld bezogenen Erdbebenerregung betrachtet. In den Bildern 87 bis
90 sind einige Beschleunigungs-Zeitverldufe der Bauwerksantwort-
schwingung dargestellt. Die Ubereinstimmung der Zeitverldaufe von
Stabwerks- und Finite-Element-Modell ist im allgemeinen gut; Die
Maxima der Beschleunigungen treten zu fast denselben Zeiten auf
wie  beim Original—Erdbebenzeitverlauf. Dies bedeutét, daBl die
Dampfung im hier maBgebenden Frequenzbereich der Ubertragungs—

funktionen gering ist.

In den Tabellen 8 wund 9 sind die wdhrend der Zeitverldufe
aufgetretenen maximalen Antwortschwingungen zusammengestellt.

Die Abweichungen zwischen Stabmodell und Finite-Element-Modell sind
im allgemeinen gering. Sie betragen bei den untersuchten Zeit-
verldufen im Mittel 9%. Die grofiten Unterschiede von ca.25% treten

beim HE-NOOS-Zeitverlauf auf. Wahrend bei den Ubrigen Zeit-
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verliufen die maBgeblichen Frequenzen im Bereich wvon 1-6 Hz
liegen, enthdlt der HE-NOOS-Zeitverlauf wesentliche Beschleunigungs-
anteile im Frequenzbereich von 6-10 Hz. Die in diesem Frequenz-
bereich gréBeren Unterschiede in den bertragungsfunktionen von
Stabmodell und Finite-Element-Modell fithren zu grofieren Unter-

schieden in den Antwortbeschleunigungen.

Bei Erdbebenberechnung ist zu beriicksichtigen, daf die erreichbare
Genauigkeit der Untersuchungen neben der Modellabbildung und dem
verwendeten Berechnungsverfahren noch von weiteren Einfliissen
abhingt. So koénnen, insbesondere aufgrund der Streuungen der
Baugrundkennwerte, die Ergebnisse immer nur in Grenzen angegeben
werden. Auch die im Lastfall Erdbeben anzusetzenden Belastungs-
funktionen sind nur nidherungsweise bekannt. Die Streuweite dieser
Einfliisse ist aber deutlich groBer als die Unterschiede der Antwort-
beschleunigungen von Stabmodell und dreidimensionalem Finite-
Element-Modell. Fiir die praktische Berechnung des globalen System-
verhaltens sind daher das Finite-Element-Modell und das ver-
einfachte Stabmodell als gleichermaflen geeignet anzusehen. Aufgrund
des geringeren Rechenaufwandes sowie der besseren Uberschaubarkeit
wird man jedoch ein Stabmodell im allgemeinen vorziehen. Das
Beispiel zeigt, daB dabei auch bei eingebetteten - steifen Bauwerksn
mit rechteckiger GrundriBfliche eine vereinfachte Abbildung des
Baugrundes durch ein rotationssymmetrisches Baugrundmodell zur

Ermittlung der Antwortbeschleunigungen zuldssig ist.
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Bild 80: Fourier-Amplitudenspektrum, Hollister NC-SO1W
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Bild 87: Besch'leunigungszeitverlauf der Decke, Stabmodell, Erdbeben-
anregung Hollister NC-SO1W in y-Richtung (Freifeld)
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Bild 88: Beschleunigungszeitverlauf der Decke, Finite-Element-Modell,

Erdbebenanregung Hollister NC-SO1W in vy-Richtung (Freifeld)
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9. ZUSAMMENFASSUNG

Bei der dynamischen Berechnung von Baugrundmodellen kann der
Boden h#ufig als unendlich ausgedehntes viskoelastisches Kontinuum
aufgefaBt werden. Analytische L&sungen der Bewegungsgleichungen
des Kontinuums sind nur fiir einfache Randbedingungen mo&glich. Bei
komplizierten Rand- und Ubergangsbedingungen miissen numerische
Verfahren angewandt werden, wobei dem Verfahren der Finiten
Elemente die groBte Bedeutung zukommt. Am Rand des in Finite
Elemente diskretisierten Bereichs des unendlich. ausgedehnten Bodens
ordnet man sogenannte Randelemente an, die die mechanischen Eigen-
schaften des nicht in Finite Elemente diskretisierten Bodenbereichs
besitzen. Diese Randelemente sind insbesondere bei dynamischen
Belastungen von Bedeutung, da die hierbei im Boden auftretenden
elastischen Wellen eine sehr viel grdBere Reichweite besitzen als die
Verformungen in einem statischen Lastfall. Randelemente, die auf
einer mechanisch vollstindigen L&sung beruhen, wurden fiir beliebig
geschichtete Boden, die nach unten durch eine starre Schicht
begrenzt werden, abgeleitet. Die Steifigkeitsmatrizen derartiger Rand-
elemente sind frequenzabhingig und setzen eine Berechnung im
Frequenzbereich voraus. In /1/ werden Randelemente fiir zwei-
dimensionale wund in /2/ ein Randelement fiir dreidimensionale
rotationssymmetrische Finite-Element-Modelle mit nicht rotations-
symmetrischem Verschiebungsfeld angegeben. H&ufig erfordert jedoch
die Modellabbildung eines Systems als rotationssymmetrisches oder
zweidimensionales ebenes Modell eine starke Vereinfachung des

Systems.

Fuir dreidimensionale Systeme, die keine Rotationssy;'mmetrie auf-
weisen, sind bisher keine Randelemente bekannt. Die Abbildung
ausgedehnter  Baugrundmodelle ohne  Randelemente durch  drei-
dimensionale Finite Elemente fihrt aber zu auflerordentlich grofien
Gleichungssystemen, die auch mit den heute zur Verfiigung stehenden
Grofirechenanlagen in den meisten Féllen’nicht mehr l6sbar sind. Um
den in Finite Elemente zu diskretisierenden Bodenbereich und damit
auch den Rechenaufwand zu demgegeniiber zu beschrdnken, wird in
der vorliegenden Arbeit ein Randelement fiir nicht-rotations-

symmetrische Systeme angegeben. Der Rand des Elements ist zylinder-
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férmig. Innerhalb dieses Zylinders wird die =zu untersuchendende
Struktur (Baugrundmodell und Bauwerk) durch dreidimensionale iso-

parametrische Elemente abgebildet.

Grundlage des hier angegebenen Randelements ist das Randelement
fir rotationssymmetrische Systeme mit nicht rotationssymmetrischen
Verschiebungen /2/.}In /2/ werden sowohl im diskretisierten Bereich
als auch im Randelement alle ortsabhdngigen GréBen in eine Fourier-
reihe iber den Offnungswinkel des zylindrischen Koordinatensystems
entwickelt. Aufgrund der Orthogonalitdtsbeziehung lassen sich bei
rotationssymmetrischen Modellen die Gleichungen fiir die einzelnen
Fourierterme entkoppeln, so daf jedem Fourierterm der Belastung ein
Fourierterm der Verschiebungen entspricht. Fiir das Randelement
bedeutet dies, daB die Steifigkeitsmatrix die Beziehung zwischen
einem Fourierterm der Randverschiebungen und einem Fourierterm der
}'Qandkrafte angibt. Die Beschreibung der Verschiebungen durch eine
Fourier-Entwicklung iiber dem Offnungswinkel wird hier nur fur
das Randelement beibehalten. Im diskretisierten Bereich werden drei-
dimensionale isoparametrische Elemente mit linearen oder
quadratischen Ansatzfunktionen verwendet, bei denen die Ver-
schiebungen in kartesischen Koordinaten beschrieben werden. Fiir
den Rand des diskretisierten Bereichs lassen sich die Fourierglieder
der Verschiebungen 1im Randelement durch die mit einer Trans-
formationsmatrix multiplizierten Verschiebungen des diskretisierten
Bereichs ausdriicken. Die Transformationsmatrix hdngt dabei von der
Ordnung des Fourierglieds sowie von den Ansatzfunktionen und der
Anordnung der Elemente am Rand ab. Mit der Transponierten dieser
Matrix lassen sich auch die Randkrifte des diskretisierten Bereichs
als Summe aller Fourierglieder der Randkrifte im Randelement an-
schreiben. In dieser Beziehung driickt man die Fourierglieder der
Randkréfte durch das Produkt aus der Steifigkeitsmatrix und dem
entsprechenden Fourierglied der Verschiebungen aus und ersetzt die
Fourierglieder der Verschiebungen durch die mit der Transformations-
matrix multiplizierten Randverschiebungen des diskretisierten
Bereichs. Damit erh&dlt man die Beziehung zwischen den Randkriften
und  Randverschiebungen, d.h. die Steifigkeitsmatrix des dis—
kretisierten Bereichs. Die - Steifigkeitsmatrix des nicht-rotations—

symmetrischen Systems erh#&lt man demnach aus den fiir jeweils einen
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Fourierterm formulierten Steifigkeitsmatrizen des rotations-
symmetrischen Systems durch Summation der entsprechend trans-

formierten Matrizen iiber alle zu bericksichtigenden Fourierterme.

Haufig besitzen Systeme eine oder mehrere Symmetrieachsen. In
diesem Fall 14Bt sich der Rechenaufwand durch Untersuchung eines
Teilsystems wesentlich reduzieren. Auch beim Randelement braucht
die Steifigkeitsmatrix nur fur das Teilsystem formuliert zu werden.
Dabei sind bei der Summation iber die Fourierglieder nur diejenigen
Terme zu  bertlicksichtigen, die dieselben Symmetrieeigenschaften

besitzen wie das untersuchte System.

Im Lastfall Erdbeben wird der in Finite Elemente diskretisierte
Bereich sowohl durch die Verschiebung der das Modell nach unten
begrenzenden starren Schicht als auch durch am Rand iibertragene
Kridfte erregt. Die Verschiebungen des Freifeldes werden nach der
eindimensionalen Wellentheorie ermittelt. Dazu wird die analytische
Losung der Wellenausbreitung fir geschichtete Bdden nach dem
Verfahren der Ubertragungsmatrizen formuliert. Mit der L8sung fir
die Freifeldverschiebungen werden die Beziehungen fiir die am Rand

des diskretisierten Bereichs angreifenden Kr&afte aufgestellt.

Das Verfahren wird abschlieBend auf zwei Beispiele angewandt. Im
ersten Beispiel wird die durch eine vertikale quadratische Flachen-
last belastete elastische Schicht untersucht. Die numerische Losung
nach dem Verfahren der Finiten Elemente wird mit der analytischen
Lssung nach /32/ verglichen. Dabei zeigt sich fiir alle untersuchten

Schichththen eine gute Ubereinstimmung zwischen beiden Losungen.

Im zweiten Beispiel wird die Erdbebenbeanspruchung eines einge-
betteten Bauwerks untersucht. Es handelt sich um ein beim Bau von
Kernkraftwerken {ibliches Anlagengebdude mit einer Grundriffldache
von 30 x 60 m, einer Hohe von 20 m und einer Einbettungstiefe von
15 m. Der Boden wurde mit dreidimensionalen isoparametrischen
Elementen, das Bauwerk selbst durch kombinierte Platten- und
Scheibenelemente abgebildet. Zum Vergleich wird ein vereinfachtes

Stabmodell untersucht, bei dem das Bauwerk durch biege- und
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schubsteife Stidbe und der Baugrund durch frequenzabhingige Federn
und Dadmpfer abgebildet wird. Die Federn und Dampfer sowie die
Erregerfunktionen des Stabmodells werden an einem rotations-
symmetrischen Bodenmodell nach dem Finite-Element-Verfahren
ermittelt. Zum Vergleich der beiden Modellabbildungen werden einige
Ubertragungsfunktionen aufgestellt. Dabei wird die Erdbebenerregung
einmal auf die das Bodenmodell nach unten begrenzende starre
Schicht und in einem weiteren Lastfall auf das Freifeld bezogen. Es
werden die beiden Fi#lle einer Bauwerksanregung in Richtung der
Bauwerksldngsachse sowie senkrecht dazu untersucht. Mit den Uber-
tragungsfunktionen werden fiir zwei natiirliche Erdbeben Zeitverlaufs—
berechnungen durchgefithrt. Sowohl die Ubertragungsfunktionen als
auch die Zeitverlaufsberechnungen zeigen, daB fiir praktische
Anwendungen die Antwortschwingungen beider Modellabbildungen gut
Ubereinstimmen. Dies bedeutet, daB auch bei #hnlichen einge-
'betteten, steifen Bauwerken mit  rechteckigem Grundrif eine
Abbildung des Bodens durch frequenzabhéngige Federn und Dampfer,
die an einem rotationssymmetrischen Bodenmodell ermittelt werden,

eine gute Ndherung darstellt.
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Anhang A

Bei linearer Ansatzfunktion tiiber die Hohe:
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Matrix [B--I nach Gl. (5.23):

Fiihrt man die Schreibweise
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ein, so hat die Matrix [Ek] die Form:
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bei quadratischer Ansatzfunktion.
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Anhang B

Anndherung eines Kreises durch stiickweise Parabeln zweiter Ordnung

Bei Verwendung von benachbarten Finiten Elementen unterschiedlicher
Randgeometrie entstehen Ungenauigkeiten in der Bildung der Element-
Steifigkeitsmatrizen. Im Fall des dreidimensionalen Randelementes
wird die Form des Randes durch einen Kreis, die des vom Rand-
element umschlossenen Baugrundmodells jedoch stiickweise durch
Parabeln zweiter Ordnung beschrieben. Zur Abschdtzung des dabei
entstehenden Fehlers wird der bezogene Abstand A4r/b und die
bezogene Fliachendifferenz AF/F gebildet (siehe Bild 10). Dabei
bedeutet b die Bogenldnge des Kreises, entsprechend der Seiten-

2

linge eines Elements und F = b“ die Grundfldche eines Elements der

Kantenlange b.

Parabel

%
AYI
‘ L

Bild Al: Anndherung eines Kreises durch stiickweise Parabeln

zweiter Ordnung
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Der Kreis, d.h. die Begrenzung des Randelementes wird beschrieben
durch

X

k = rrsiny (B1)

Y =11 - cosy), v (B2)

dﬁe Parabel durch
Yy, = a-x (B3)

In den Randpunkten % = + ®/2 fallen Kreis und Parabel zusammen,

d.h. es gilt: xp = Xy yP = Yy und man erhdlt mit Gl. (Bl) bis

(B3)
a = _1_"&_;_2/_2_ (B4)
r -sin“®/2
o
und
g = 1 - co; ®/2 (B5)
P+ .sin®®/2
o
Weiterhin gilt (vergl. Bild Al):
1 1 - cos ®/2 2
y = Tr — — X T ————————— e xX (B6)
P o tany® “p ro_51.r12¢/2 P
oder
1 -~ cos @/2 2 1 _ ’
—_—Tr % +mxp—ro—0 (B6)

r,: sin290/2 p

Lést man Gl. (B6) nach xp auf, dann erhilt man xp als Funktion
des Winkels 9 zu:

x_ = ar £ _ 4F 1 *
p 1 tany 1 . t a, Ty (B7)
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mit
* - sinz(])/Z (B7a)
81 = (T = cos972)
* 1 -~ cos @2 _ 2
a, = 4 = - 3 (B7b)

sin299/2 1

Mit Gl. (B5) und (B7) erhdlt man yp als Funktion des Winkels zZu:

1 - a2 1 ﬁ/ 1 . (B8)
y. = - a + a, —— +a, -r
P 1 tanzw 1 tany tanz’w 2 o

Damit ergibt sich die Differenz zwischen den x- und y-Koordinaten

von Kreis und Parabel zu:

Ax =

Ax

il
wn
i
o]
<
}
o
—_
-+
o [
=
<
+
2
-
-
[\
+
o
N
]
O
sv]
(No]

Ay = ( - cosy + a;‘ 12 - a; tailn 12 + azj) r'o
tan™Y v tan™y
(B10)

Der auf die Linge des Kreisbogens zwischen g = -@/2 und ¢ = +@/2
bezogene Abstand zwischen Kreis und Parabel erhdlt man dann aus
der Beziehung:

‘/ 2 2
Ar Ax__+ 4y (B11)

b @:ro

Nach Gl. (B9) und (B10) hangen A4x und 4y noch vom Winkel 9 ab.
In Bild 11 sind die bezogenen Abstdnde Ar/b als Maxima der jeweils
{iber alle Winkel 0 <y <®/2 erhaltenen Werte in Abhdngigkeit von

aufgetragen.

Zur Ermittlung der Flichendifferenz wird zundchst die Fldche unter



184

der Parabel durch Integration ermittelt. Unter Beriicksichtigung von
Gl. (B5) erhdlt man

ro-singv/Z
1 1 - cos@q/2 2
= F = / xT.dx
2 "par r -sin299/2 P p
0 o
2 . _ 2
= 3 sin 2 (1 - cos(®/2)) ry (B12)

Entsprechend berechnet man die Fliche unter dem Kreisbogen zu

r- sin@/2

1
2 FKreis = / yk'dxk
0
ro~sin¢/2
2 2
= / (ro - Ty = X ) dxk
0
- r(2) ( 2-sin(®/2)- sin(®/2)cos (P/2)-(@/2)) (B13)

Die auf das Quadrat der Bogenldnge b:2 = 902-1"20

bezogene Flichen-
differenz lautet damit

AF E}zar = Tkreis
T T

gp 9+ g sin(@2)cos (9/2)- & sin(gr2)
ar . (B14)
b ¢
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Anhang C

1
Numerische Berechnung der Matrizen [Selj und Aelr

Die Matrizen [Sel] und [Ael] sind definiert durch:

SRR
] o] ] o

P, '

Sowohl [6 ], [(—9 ] als auch [N ] hédngen von @ ab. Die Matrix
sym ant ‘ 3
[Ng] kann nun dargestellt werden in der Form:

[Ng] = [Ngo] +9L[N§1] + ¢2.[N§2] (c1)
wavet Mg, ] [¥e1]: [Mes] von 9 unavhingte sine.

Mit den Gleichungen (5.54 a,b) und den Funktionen fij nach

Tabelle 2 bzw.3 erhdlt man sie zu:

- Bei linearer Ansatzfunktion:

o - [E1E I 6 6]

__________ e iy R
wlferlia} (o] {[o] sl [o]
! |
a, =% (a, + ag)
a, =5 (~a; +a5)
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le%ag
72=%‘a§
1y = -7 A
Y4=—a%

Mit diesen Beziehungen erhdlt man [Sel] und [Ael] nach Gl.
(5.66a), (5.66b) zu:

Fi+l Pis1
[Sel] / [Gsym]'dq”'[“‘go] *ﬁ”[esym]'dg”'[Ngl]
P Fial ¢
f# [oum] <o vec]
Fiv1 F @i
[#1] f[(’;m]'d@'[Néo] fo|oans] o7 v |
¥ i+l ®.

+f¢ @ant vd¢[N§2 (CA)

i
Die Matrizen [@sym] und [@ant] setzen sich nach Gl. (5.63a),
(5.63b) bzw. (5.64a), (5.64b) aus den Untermatrizen [Tsym] und

[T ] zusammen:
ant

—_ _* ) ~ T
LTsym = Upsym,n . T (5.65a)
I i T
LTant_ - L ant, n] [T] (5.65Db)
Die Matrizen [ ] [ ] und [T]T sind durch die
sym,n ant,n

Gleichungen (5.1) bzw. (5.48) definiert. Man erhdlt:

cos@p + cosng sing scosn@ 0

[T ] = 0 0 cos ng
sym
sing ¢« sin n@ -cos@ ¢« sin ng@ 0 (C5a)



[rond] -

Zur Bildung der Integrale in Gl.

ben&tigt:

L.

cos@ ¢ sin n@
0

~sin n@.cos ngE

1 1 0 ]
7 13
0 0 1
L1 o °
14 - 0
0 I,
iz I o]
Iy s 0
0 1,
| Tis Tl 0]
- -
1o lis 0
0 I,
R o |
- =
I 1y 0
0 I
-1, s 0|
12 1y 0
0 1q
R 0 |
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sin@ - sin ng@
0

cos@Q ¢+ cos n@

Die Integrale 11 bis 118 sind definiert durch:

(C5b)

(C4) werden folgende Ausdriicke

(Cba)

(C6b)

(Cé6c)

(Cé6d)

(C6e)

(C6f)
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11 =fcos ng do
12=f @ cos n@ d@
1. = 2
3 —f(P cos n@ dg
I4 =f sin ngp dg
15 :fgvsin ny do
2 _.
I6=f @~ sin ng@ do
17 =fcosg0 cos np do
18 =f @ cos@ cos n@ 4@
2
19 =f P~ cosep cos np de
110 =fcosg) sin np dg
I11 =fgp cos® sin n@ dg
112 =f ¢2 cos@ sin ng de
113 =fsing) cos ng dg
114 =/ ® sing cos ng dg
1. = % si d
15 = @~ sin@ cos ng de
116 =fsin¢ sin np dg
117 :f @ sin@ sin ng de

118 :f q)z sing sin ngp dg (C7)

Diese Integrale werden unter Verwendung folgender HilfsgréBen

gelost:
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P2
H1(m) =[ cos m@ dg

P

1 . i
= = (sin mg, - sin mg;, )

fir m # 0

fir m = 0

= @ - P

P2
H2 (m) =/ @ cos my dg
%

(cos mg, - cos me, )

i

2

(C8)

fir m £ 0

fir m = 0

fir m £ 0O

fir m = 0

fir m # 0

m
+ rl'ﬁ (@, sin mg, - @ sin mg,)
L (9% -p")
P2
H3(m) =f ®“ cos mep dg
%1
_ _%__ (- sin mg, + sin m(pl)
m
. m_22_ (p, cos mp, - cos mg,)
. Lp? sin mg, ~g° sin mg,)
= -é- (9)23 §p13)
P2
H4(m) =/ sin mg dg
%
= - %_n (cos me, - cos m, )

Il
&)

fir m = 0
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P2
H5(m) =/ @ sin me dg
¢

= -—1-—(sin me, - sin mg,)
2 P 41

m
= - %} (932 cos m(p2 —g)l cos mg)l) fir m # 0
) 0 fir m = 0
@2
H6(m) =/ @° sin mg dg
(pl
= 2(cosm'—cosm )
) 3 %2 A
m
+ =2 (p, sin m@, -P, sin mg,)
z P 2 71 1
+ %1 ( —90‘22 cos mg, +g)12 cos mgpl) fir m £ 0
= 0

fir m = 0

Damit sind die Integrale Il bis 118 zu berechnen nach:

I, = Hl(n)
I, = H2(n)
I, = H3(n)
I4 = H4(n)
I = H5(n)
I H6(n)

@)}
[



N N N B N N N N[ N ) N

Noj—

H1(1 - n)
H2(1 - n)
H3(1 - n)
H4 (n 1)
H5(n 1)
H6(n - 1)
H4 (1 n))
H5(1 - n)
H6(1 - n)
Hi(1 n)
H2(1 n)
H3(1 n)

+

+

-:15 H6(1 + n)

1
-2-H1(1 + n)

1

7H2(1 + n)

%—HB(I + n)

(C9)
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Anhang D

Berechnung der Hankel-Funktionen

Die Hankel-Funktionen der zweiten Art von der Ordnung n werden

mit den Bessel-Funktionen _I_n(z ) und _}{n(z) definiert zu:

Hn('z) = ln(zi) - i Xn(Z) (D1)
mit dem komplexen Argument Zz. lhre numerische Berechnung fiihrt
man zweckmédBigerweise mit Hilfe einer Reihenentwicklung durch, da
dabei numerische Schwierigkeiten, wie sie bei einer direkten B11dung
der Differenz nach Gl. (D1) auftreten konnen, vermieden werden. Die
Reihendarstellung der Besselschen Funktionen In(z) und -Y-n(z) erhdlt

man nach /33/ zu:

n (- 1 22)k
1 n 4L =
I (z) = (52) . (D2)
= z2= § k! ¢ (n+k)!
2 = n-k-1)! 1 2.k
s D D - P
‘ k=0
C
+ 2 »1gn;<% z)-1 (z)
o0 (oL ,2)k
7 z)” AR
- Z PY(k+1l) +y (n+k+1))  —8 —
B k=0 k! (n+k)! (D3)
wobei ¥ (n) definiert ist zu
V(1) = -7 = - 0.5772156649 (Eulersche Konstante)
Yym) = ~r + Z k! fir n 22 (D4)

k=1

Setzt man (D2) und (D3) in (D1) ein, dann erh&lt man nach einigen
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Umformungen die Summenformel fiir die Hankel-Funktionen zu

2.k
z
. (—T) (D5)
k! (n+k)!
mit
n-1
.1 -n 1 (n-k-1)! 1 2.k
—021(75) ﬁ K1 (ZE')
k=0
2 Z
ap =1 -5 (y+ In(5)

Gleichung (D5) ist gut geeignet zur Berechnung der Hankel-Funk-
tionen, wenn die Differenz zwischen dem Betrag des Arguments z und
der Ordnung n kleiner als ungefahr 10 ist. Bei groBeren Betrdgen
von z treten in der Summe in Gl. (D5) Differenzen gfoBer Zahlen
auf, die in numerischen Berechnungen bewirken k&nnen, dafl alle
signifikanten Stellen des Ergebnisses verloren gehen. Daher wird fir
Zahlen mit

(J]zl - n ) > 10 (D6)

die Berechnung mit einer fiir groBe Betrdge von z geeigneten Reihe
durchgefiihrt. Fir diesen Zahlenbereich wird die Beziehung nach

/34/ verwendet:

1 n g T
7 etz -=Z %)
H (z) = 2
- Tz T (n+ )
2
co n—l-
2 R R LA el (D7)
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Die numerische Berechnung der Hankel-Funktionen erfolgt auf der

UNIVAC 1108 mit doppelt - genauen Zahlen, d.h. mit 16 Stellen
Genauigkeit.
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Anhang E

Programmierung

Das Programmsysfem zur dynamischen Berechnung dreidimensionaler
Finite-Element-Modelle ist aus den drei voneinander unabhé&dngigen
Programmen RAND3D, TRANSF, COMSAP aufgebaut. Im Programm
RAND3D wird die Steifigkeitsmatrix des dreidimensionalen Rand-
elements nach Abschnitt 5 ermittelt. Die Berechnung der Freifeld-
verschiebungen bei  Erdbebenerregung (Abschnitt 7) erfolgt 1im
Programm TRANSF. Im Programm COMSAP wird die Steifigkeitsmatrix
des diskretisierten Innenbereichs aufgestellt, zu der Steifigkeits-
matrix des dreidimensionalen  Randelements addiert und das
Gleichungssystem mit dem Lastvektor, der bei Erdbebenerregung mit
Hilfe des Programms TRANSF nach Abschnitt 7 ermittelt wird, geldst.
Als Ergebnis erhdlt man die Verschiebungen und Spannungen in

komplexer Form.

Das Programm COMSAP entstand durch Erweiterung des Programms
SAP 1V nach /9/ zur Rechnung im komplexen Bereich. Nach der
Einfihrung des komplexen Elastizitdats- und Schubmoduls nach GlI.
(2.8), (2.12) wird zur daraus resultierenden komplexen Steifigkeits-
matrix die mit —.Q2 multiplizierte Massenmatrix und gegebenenfalls
die mit RAND3D ermittelte Steifigkeitsmatrix des Randelements
addiert. Der Lastvektor wird durch Eingabe von Einzelkrédften oder

bei Erdbebenerregung nach Abschnitt 7 ermittelt.

Neben der Umstellung von SAP IV zur Rechnung mit komplexen
Zahlen wurden einige Unterprogramme neu eingefiihrt wund {iber-

flissige Programmteile entfernt.

Alle Programme sind in FORTRAN V erstellt. Die numerischen Be-
rechnungen wurden auf der UNIVAC 1108 des Rechenzentrums der

Universitdt Karlsruhe durchgefiihrt.
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Zusammenstellung der Bezeichnungen und Symbole

Mathematische Zeichen:

Y
Komplexe Zahl

Realteil einer komplexen Zahl
Imagindrteil einer komplexen Zahl
Betrag einer komplexen Zahl
Phasenwinkel einer komplexen Zahl

1 fir m n

0 fir m

n
(Kronecker-Symbotl)

Exponentialfunktion

Gamma-Funktion

Hankel-Funktionen der zweiten Art von der

Ordnung n

3.14159
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Bezeichnungen

[E],[ES] Matrizen nach Anhang A

[A], [AS] Transformationsmatrizen (Gl. 5.68b)

[Aant] Matrix [A] fiir zur x-Achse symmetrische Systeme mit
sur x-Achse antimetrischem Verschiebungsfeld

[Ael] Transformationsmatrix bezogen auf ein Element,

Gl. (5.66b), Anhang C

[Al] Matrix [A] fir n =1

Bezogene Frequenzen, Gl. (8.4), (7.8), (7.10)

a, a_, .

o’ “o’ 0j

a;, a, Beiwerte nach Gl. (5.58)

Ay A, Beiwerte, Gl. (6.5a), (6.5b)

[B] Matrix nach Gl. (3.2a)

[ﬁ], ['I\BJS] Matrizen nach Anhang A

[Ek] Matrix nach Gl. (5.23) (siehe Anhang A)

b Halbe Breite der belasteten Fliche, Bild 29
c., C., C.. -Beiwerte Gl. (6.1a)

“ic ie if

Stoffmatrix, Gl. (2.17)

o
=2

wn

N

Matrizen, Anhang A

llU (

Matrizen nach Gl. (7.17a) - (7.17¢)

lU IhUZ

r
&
—
o
=
—
1o
<
—

Matrizen, Anhang A

| 1
i}
|
1
&)
E

i,geziVektoren nach Gl. (7.15)

AP~
(v]
e
————
©]
~<

E Elastizititsmodul, Einbettungstiefe

E Komplexer Elastizitatsmodul, Gl. (2.8)

E, Komplexe Steifezahl, Gl. (7.13)

[_P_‘s] ) [F—si] bertragungsmatrizen der "Freifeldschwingung,
Gl. (7.5)

-F—’Vi Vektor, Gl. (5.13)

() Verlauf einer Verschiebung, Gl. (6.2)



fl,v(Z) f2,'v
f3’v(z)
f. .
i,j
iv’ f2V
Lr
f
—ug
][z,]
= =5
G
G
G'
(1,
H
H
—o
H
-5
h, h

s
h.
i
h
—0
[13]
j
5]
—e
1. ]
=5
[£.]
=w
Ky
Exx’ }-(-xg)’ -]E(}¢
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Elemente des Vektors 32,1}2 ,» Gl. (5.13)

Ansatzfunktionen der

Verschiebungen, Gl. (5.54a,b)
Tabellen 2, 3

Bezogene Nachgiebigkeitsfunktionen, Gl. (8.3)
Ubertragungsfunktion, bezogen auf das Freifeld
Ubertragungsfunktion, bezogen auf die starre Schicht
Matrizen nach Anhang A
Schubmodul

Komplexer Schubmodul, Gl. (2.12)
DampfungsmaB, Gl. (8.7)
Ansatzfunktionen in [Nn] » Gl.

(5.16) bzw. (5.17)

Matrix, Gl. (5.12)
Schichthshe, Bild 29
Horizontalkraft, Gl. (8.14)
Horizontalkraft, Gl. (8.12)

Schichthshen, Bild 24

Ansatzfunktionen, Bild 4, Gl. (5.51), (5.52)
Hohe des Steifigkeitsschwerpunkts, Gl. (8.13)
3 x 3 Einheitsmatrix

1 Randelement mit linearer Ansatzfunktionen

1}

1

2 Randelement mit quadratischer Ansatzfunktion
Steifigkeitsmatrix eines Finiten Elements, Gl. (3.6)
System-Steifigkeitsmatrix

Matrix der Wellenzahlen; Gl. (5.43)

Wellenzahl

Komplexe Federwerte, bezogen auf die Fundamentsohle,

Gl. (8.12)
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Komplexe Federwerte, bezogen auf den statischen
Steifigkeitsschwerpunkt, Gl. (8.14)

Matrizen, Anhang A

Lastvektoren der Erdbebenerregung der Freifeld-

schwingung, Gl. (7.5)

Matrizen nach Anhang A

Massenmatrix eines Finiten Elements, Gl. (3.7)
System-Massenmatrix

Moment, Gl. (8.14)

Moment, Gl. (8.12)

Anzahl der symmetrischen Teilsysteme

Punktmasse des Freiheitsgrades i

Matrix der Ansatzfunktionen, Gl. (3.1), (5.51), (5.52)
Matrizen, Anhang A

Matrix der Ansatzfunktionen in 7-Richtung,

Gl. (5.16), (5.17)

Matrix der Ansatzfunktionen in £-Richtung,

Gl. (5.54a,b)
Einheitsvektor in Richtung der Normalen auf der
Fldache A

Ordnung des Fourierterms (z.B. Gl. (5.1))

Ordnung der bei symmetrischen Systemen mit sym=-
metrischem bzw. antimetrischem Verschiebungsfeld zu
beriicksichtigenden Fouriergliedern

Anzahl von dreidimensionalen Elementen entlang des

Randes in einer Schicht, Bild 16
Anzahl der Knotenpunkte, siehe Bild 16 und 17

Anzahl der Schichten des Randelements

Anzahl der betrachteten Bodenwellen, Gl. (5.31)
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Vektor der in den  Knotenpunkten angreifenden
duBleren Krdften, bezogen auf ein Element, Gl. (3.5)
Vektor der durch &uBere Oberfldchenkrsfte hervorge~
rufenen Knotenpunktskrifte eines Finiten Elements,
Gl. (3.8)

Vektor der durch die #HuBeren Oberfldchenkrifte her—
vorgerufenen Knotenpunktskrafte fiir alle Elemente des
Systems, Gl. (3.10)

Vektor der Knotenpunktskrdfte am zylinderformigen
Rand des in Finite Elemente diskretisierten Bereichs,
Gl. (5.80)

Erdbebenkrifte am zylinderférmigen Rand des diskreti-
sierten Bereichs, Gl. (7.17)

Oberfldchenkrifte am Rand, Bild 8

Vektoren der Fourier-transformierten Knotenpunkts—

krdfte am Rand, Gl. (4.1a,b)

Fouriertransformierte Randkrifte nach Gl. (7.16) fir

das o-te und 1-te Fourierglied

Vektor der bei Erdbebenerregung des Systems vom
Randelement auf den in Finite Elemente diskretisierten
Bereich iibertragenen Krifte

Vektor der &uBeren Krifte an allen Freiheitsgraden
des Systems, Gl. (3.10)

Vektor der Knotenpunktskrifte am zylinderférmigen
Rand des in Finite‘ Elemente diskretisierten Bereichs,
bezogen auf eine Schicht

Vektoren derA Fourier~trbansformierten Kréfte am Rand,

bezogen auf eine Schicht, Gl. (5.76a,b)
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Vektor mit Flachenkrafte in kartesischen Koordinaten
Vektor der bezogenen Krifte, Gl. (6.71)

Vektoren der Fourier-transformierten Flidchenlasten
nach Gl. (5.5)

Vektor der Flachenkridfte am Rand in Zylinder-
koordinaten

Harmonische Gleichlast, Gl. (8.1), Bild 29
Oberflachenkréfte in kartesischen Koordinaten

Oberflachenkrifte in Zylinderkoordinaten

P-r,sym,n’ Ez,sym,n’ Rg},sym,n

Er,ant,n’ P—z,ant,n’ P—(p,a_nt,n

] 1
1=
—

Elemente der Vektoren ;p Gl. (5.5)

sym,ni’gpant,ng’
Bezogene Kriafte, Gl. (5.71)

Matrizen, Anhang A

Steifigkeitsmatrix des Randelements fiir den zylinder-
formigen Rand des mit dreidimensionalen 1isopara-
diskretisierten Bereichs,

metrischen Elementen

Gl. (5.83)

Steifigkeitsmatrix des Randelements flir die Fourier-
transformierten Krafte und Verschiebungen, Gl. (5.42)
Matrix [E] fuir zur x-Achse symmetrische Systeme mit
zur x-Achse symmetrischem bzw. antimetrischem Ver-
schiebungsfeld, Gl. (6.8), (6.9)

Koordinate im zylindrischen Koordinatensystem

Radius des Randelements

Transformationsmatrizen, Gl. (5.68a), Bilder 18, 19
Element,

Transformationsmatrix bezogen auf ein

Gl. (5.66a), Anhang C
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Matrix [S] fir zur x-Achse symmetrische Systeme mit
zur x-Achse symmetrischem Verschiebungsfeld

Matrix [S] fir n = 0 bzw. n = 1

Beiwerte, Gl. (6.3a), (6.3b)

Zeit

Matrix zur Koordinatentransformation der Ver-
schiebungen und Flachenkrifte, Gl. (5.48)

Matrizen, Gl. (5.65a,b)

Periode einer Schwingung

Vektor der Verschiebungen in kartesischen Koordinaten
Vektor der virtuellen Verschiebungen

Vektor der Fourier-transformierten virtuellen Ver-
schiebungen

Vektor der K_’_notenpunkts'verschiebungen eines Finiten
Elements

Vektor der Knotenpunktsverschiebungen eines Finiten
Elements fiir die Knotenpunkte in der Berithrungs-
flache mit dem Randelement, Gl. (5.50a,b)

Vektor der horizontalen Freifeldverschiebungen in
x-Richtung, Gl. (7.17)

Vektor der Verschiebungen aller Punkte am zylinder-
férmigen Rand des in Finite Elemente diskretisierten
Bereichs, Gl. (5.69c)

i Vektor der symmetrischen Fourierterme null-ter

Ordnung der Freifeldverschiebung

33 iVektor der symmetrischen Fourierterme erster Ordnung
—rel,F,sym,1

der Freifeldverschiebung

3-§re1,F,ant,1£ Vektor der antimetrischen Fourierterme erster Ordnung

der Freifeldverschiebung
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Vektor der Verschiebungsgroflen in allen Freiheits-

graden des Systems

Vektoren der Knotenpunktsverschiebungen u z
—sym,n

bzw. 33 ni bezogen auf eine Schicht, Gl. (5.22)

—ant,
Vektor der Fourier-transformierten Verschiebungen des
Randelements fiir alle Freiheitsgrade, Gl. (5.33)
Vektoren der Fourier-transformierten Knotenpunkisver-
schiebung des Randelements, Gl. (5.19)

Vektoren der Fourier-transformierten Verschiebungen,
Gl. (5.1)

Vektor der Verschiebungen in Zylinderkoordinaten
Vektor der relativen = Knotenpunktsverschiebungen,
Gl. (7.15)

Verschiebungskomponente in x-Richtung

Absolute Bodenverschiebung im Freifeld, Gl. (7.2)
Verschiebung der freien Oberflache im Freifeld,
Gl. (8.10)

Bodenverschiebung, Bild 24

Knotenpunktsverschiebungen des Punktes i

Relativverschiebung, Gl. (7.14a)

Relative Bodenverschiebungen im Freifeld, Gl. (7.4)

Elemente der Vektoren u , u '
—sym,0,Ss —ant,o,s

Verschiebung des Steifigkeitsschwerpunkts des Fundaments,

Gl. (8.12)

Verschiebung der Fundamentsohle
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Vektor der horizontalen Freifeldverschiebungen
y-Richtung

Verschiebungskomponente in y-Richtung
Bodenverschiebung, Gl. (7.14b)
Knotenpunktsverschiebung des Knotens i
Relativvergchiel_:un:g_, _,G.lj (7.14_b)

Komlﬂexe Langswellengeschwindigkeit
Scherwellengeschwindigkeit

Komplexe Scherwellengeschwindigkeit
Verschiebungskomponente in Zylinderkoordinaten
Matrizen nach Gl. (5.35), (5.36)

Vektor nach Gl. (5.9)

Vektor der vertikalen Freifeldverschiebungen

Verschiebungskomponente in z-Richtung

in

Verschiebung im Mittelpunkt der belasteten Fliche,

Gl. (8.2)

Knotenpunktsverschiebung des Punkts i
Bodenverschiebung, Gl. (7.14c)
Relativverschiebung, Gl. (7.14c)
Verschiebungskomponente in :Zylinderkoordinaten
Vektor, Gl. (5.30) |

Knotenpunktswerte der Funktionen _{1(2), f

f,(2), I,

Gl. (5.15)

Vektoren nach Gl. (5.15-)

Zeitabhédngige GroBfe, Gl. (2.1) - (2.4a)
Fourierglied, Gl. (2.1) - (2.4a)
Kartesische Koordinate

x-Koordinate des Knotenpunkts i

(z),
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y Kartesische Koordinate, Bild 1

A y-Koordinate des Knotenpunkts i

Z—Fi’g—z-F oz Zustandsvektoren fiir die Freifeldbewegung, Gl. (7.5)

—Z—F,s”—z-F,nsg - (7.7

z Koordinate, Bilder 1, 3
z; z—Koordinate des Knotenpunkts i
g'u,s.ym’
&, ant Beteiligungsfaktoren, Gl. (5.11)
3Isym$s$-1janti Vektoren der Beteiligungsfaktoren %y sym bzw.
@, angr Glo (5:34)
Yours Yoruis 7 Elemente des Vektors der Verzerrungen
xy’ fyz’ fzx
—}-’-rz’lrgo’l(pz Elemente des Vektors der Verzerrungen 1in Zylinder-
koordinaten
Y Y 14

=rz,sym’ quo,sym’ zq)z,sym’ =rz,ant’ -rg,ant’ -Zq)z,ant

Fourierterme der Schiebungen in Zylinderkoordinaten

A Gl. (5.10a)

3_‘3_2 Vektor der Verzerrungen in kartesischen Koordinaten,
Gl. (2.6)

3£z$ Vektor der Verzerrungen in Zylinderkoordinaten,
Gl. (2.23)

3§_i Vektor der Dehnungen, die einem virtuellen Ver-

schiebungsfeld entsprechen, GIl. (2.19)

35 ;, Vektor der Fourierterme der Dehnungen, Gl. (5.2)
=sym,n

3§-an‘t,n2

& Langsdehnung

&, Amplitude einer Dehnung

& Momentenwert der Dehnung zur Zeit t

E.s £.,5 & Elemente des Vektors der Verzerrungen in kartesischen

Koordinaten
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Elemente des Vektors der Verzerrungen in Zylinder-

koordinaten

&

L
=rr,sym’ £¢¢,sym’ -S—zz,sym’ irr,ant’ =@@,ant’ =zz,ant

Fourierterme der Dehnungen in Zylinderkoordinaten
Elementkoordinate, Bilder 4, 14

Elementkoordinate, Bilder 4, 14

Beiwert, Gl. (8.8)

Matrizen, Gl. (5.64a,b)

Differentialoperater, Gl. (2.6)

Differentialoperator, Gl. (2.23)

Differentialoperator, GI. (2.?5)

Beiwert, Gl. (7.5a)

Lamé-Konstante

Komplexe Querdehnzahl

Elementkoordinate, Bilder 4, 14

Hysteretisches Dampfungsmafl einer Normalkraftdehnung
Hysteretisches DampfungsmaB einer Scherdehnung
Dichte

Spannungstensor in kartesischen Koordinaten,
Gl. (2.21)

Spannungstensor in Zylinderkoordinaten, Gl. (2.27a)
Vektor der Spannungen in kartesischen Koordinaten,
Gl. (2.17)

Vektor der Spannungen in Zylinderkoordinaten,
Gl. (2.24)

Fourierterme der Projektion der Oberfldchenkridfte auf
einen senkrecht zur Fldche stehenden Einheitsvektor,

Gl. (5.25)
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Vektor der Fourierterme der Spannungen, Gl. (5.3)
Normalspannung

Amplitude einer Spannung
Momentenwert der Spannung zur Zeit t

Spannungen in kartesischen Koordinaten

Spannungen in kartesischen Koordinaten

Schubspannungen infolge einer vertikal polarisierten
Scherwelle im Freifeld, Gl. (7.4)
Matrizen nach Gl. (5.45), (5.47)

[2.]
B P O T

(5.1), (5.2)

Matrizen, Gl.

Koordinate des zylindrischen Koordinatensystems

Winkelkoordinate am i-ten Element einer Schicht,
Bilder 13, 15

Winkelkoordinate des i-ten Abschnitts bei sym-
metrischen Systemen, Gl. (6.1a)

Drehwinkel des Fundaments, Gl. (8.12), (8.14)
Phasenwinkel zwischen Spannung und Dehnung,
Gl. (2.9)

Matrizen, Gl. (5.44), (5.46)

Kreisfrequenzen

Eigenfrequenzen der elastischen Schicht bei reiner

Scherbeanspruchung

Gl. (5.10c-4)






